LES PROBABILITES POUR LES OPTIONS B, CET D

PREPARATION A L’ AGREGATION EXTERNE DE MATHEMATIQUES DE L’ UNIVERSITE RENNES 1!
ANNEE 2009/2010

1. ESPACE PROBABILISE - VARIABLE ALEATOIRE

1.1 ESPACE PROBABILISE

Lors d’un lancer de dé, on peut raisonnablement convenir que les 2 seules issues possibles sont "Pile" ou "Face". L’ensemble
des résultats possibles de 1’expérience, ou univers, est alors £ = {Pile,Face}. Si la piece est équilibrée, on peut affecter a cet
ensemble une probabilité P telle que pour chaque @ € Q, appelé éventualité, P({w}) = 1/2.

Afin de rendre compte de situations plus complexes, on doit considérer le cas ou 1'univers Q associé a I’expérience n’est pas
dénombrable. Pour des raisons techniques, on est alors contraint d’associer 2 Q une tribu de parties .#, et le couple (2,.%)
s’appelle espace probabilisable. Définie a partir de 1’univers, la tribu .% représente les issues possibles de 1’expérience ; un
élément de .# est donc naturellement appelé événement. Si P est une probabilité sur (,.%), i.e. une mesure de masse 1 sur
(Q,.%), le triplet (Q2,.% P) s’appelle espace probabilisé.

De maniére implicite, on se place dans toute la suite sur I’espace probabilisé (2,.%#,P). Les propriétés ci-dessous sont des
conséquences immédiates de la définition d’une probabilité :

> P(0) =

> P(A UB) P(A) +P(B) —P(ANB), pour 2 événements A, B [EGALITE DE POINCARE] ;
> P(A) =1 —P(A) pour un événement A ;

> P(A ) ( ) et P(B\A) =P(B) —P(A) pour 2 événements A, B tels que A C B;

> P(U,A,) < X, P(A,), pour une suite d’événements (4,), [INEGALITE DE BOOLE].

1.2 VARIABLE ALEATOIRE ET LOI

Si I’on veut décrire la durée de vie d’une ampoule par exemple, le concept d’espace probabilisé n’est pas adapté. On introduit
alors la notion de variable aléatoire :

Définition. On appelle variable aléatoire a valeurs dans R? une application mesurable de (2,.F ) dans (R?, B(R?)). On utilise
I’abbréviation v.a., ou v.a.r. pour désigner une v.a. a valeurs réelles (d = 1).

Pour A € Z(R?), on peut ainsi calculer la probabilité de 1’événement X ~!(A), traditionnellement noté {X € A} ; il s’agit donc
de calculer P({X € A}). Cette notation est écourtée en P(X € A).

Si X est une v.a.r. associée a la durée de vie de I’ampoule, cela signifie que pour chaque éventualité @, X (@), appelé réalisation
de X, est la durée de vie pour la configuration @ de ’univers. Il faut noter que I’'univers €2 a changé de rdle : il ne représente plus
I’ensemble des résultats possibles de 1’expérience (qui est ici R™), mais plutdt des conditions expérimentales, qui ménent 2 telle
ou telle valeur pour la durée de vie de I’ampoule. Dans le cadre de cette expérience, il n’est pas possible de décrire I’application
X. On se tourne alors vers une notion plus faible, celle de loi (de probabilité).

Définition. Soit X une v.a. & valeurs dans R?. La loi de X, notée Py, est la mesure image de P par X. Plus concrétement, Py est
définie par : Px(A) =PoX 1 (A) =P(X € A), VA € B(R?).

SiX = (Xi,---,Xy)" est une v.a. a valeurs dans R?, 1a loi de chaque coordonnée X; s’ appelle loi marginale et on appelle quelque-
fois loi jointe 1a loi de X, afin de lui donner un statut a part. On notera a ce sujet les faits suivants :
> La connaissance de la loi jointe permet de retrouver les lois marginales (cf [0, p. 121]), car, par exemple, pour chaque
A€ BR),P(X; €A)=P(X €A),siAd; = {xeR?: x| €A};
> La connaissance des lois marginales ne permet pas -sans autre information- de retrouver la loi jointe ;
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> La loi d’une permutation des coordonnées de X n’est en général pas la loi de X, et ceci méme si les lois marginales sont
identiques.
Pour illustrer simultanément les 2 derniéres assertions, on peut considérer le contre-exemple suivant. Sur 1’espace probabilisé
(2,P), ot 2 ={a,b,c} et P est la probabilité uniforme sur Q i.e. P({®}) = 1/3 pour tout ® € 2, on note X; et X les v.a.
telles que X1 (a) =0, X;(b) = 1, X1 (c) =2, X2(a) =2, X»(b) =0 et X»(c) = 1. Alors, X| et X, suivent la méme loi uniforme sur
{1,2,3}ie. P(X; =i) =P(Xp =i) = 1/3 pouri € {1,2,3}, mais la loi de (X;,X;) est différente de celle de (Xz,X)).

Les exemples de lois usuelles sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? ou la mesure de comptage
sur Z4, que I’on appelle dans ce contexte des mesures dominantes. Le théoreme de Radon-Nikodym [O, p. 6] nous donne
alors une fonction fy (notation adoptée pour toute la suite), appelée densité de la loi de X par rapport a la mesure dominante v,
telle que fx est v-p.p. positive et [ fxydv = 1.

Exemples de lois de v.a.r. [FF1, chap. 7 et 14].
> LOI UNIFORME % (D), avec D C N fini. C’est la loi sur D, dont la densité par rapport a la mesure de comptage sur D vaut
1/card(D).
> LOI BINOMIALE #(n, p), avec n € N et p € [0,1]. C’est la loi sur {0,---,n}, dont la densité par rapport a la mesure de
comptage sur {0,---,n} vaut Ckp*(1 — p)"~*. Cas particulier : LOI DE BERNOULLI B(p) = B(1, p).

> LOI DE POISSON (1), avec A > 0. C’est la loi sur N, dont la densité par rapport a la mesure de comptage sur N vaut
exp(—A)A¥/k!. Pour une v.a. X a valeurs dans N telle que P(X = k) # 0 Vk € N, on a I’équivalence (cf [FF1, p. 76]):
IA>0avec X ~ P L) =PX=n)/PX=n—1)=A/nVn>1.

> LOI GEOMETRIQUE ¥(p), avec p € [0,1]. C’est la loi sur N*, dont la densité par rapport & la mesure de comptage sur N*
vaut p(1— p)F1.

> LOI UNIFORME % ([a,b]), avec a < b. C’est la loi sur [a, ], dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur [a, b]
vaut 1/(b—a).

> LOI NORMALE, OU GAUSSIENNE JV(m,O'Z), avec m € R et ¢ > 0. C’est la loi sur R, dont la densité par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R vaut 1/(0v/27)exp (— (x—m)?/(206?)).

> Lol GAMMA ¥(a,1), avec a,A > 0. C’est la loi sur R™, dont la densité par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur R* vaut
(A/I (a))exp(—Ax)(Ax)*~1, avec I'(a) = [; exp(—x)x~dx. Cas particulier : LOI EXPONENTIELLE & (1) = ¥(1,1).
Pour une v.a. X a valeurs dans R™ qui posséde une densité par rapport a la mesure de Lebesgue, on a 1’équivalence (cf
[FFl, p. 1841):3A >0avecX deloi (1) & P(X >x+y) =P(X > x)P(X >y) Vx,y > 0.

1.3 THEOREME DE TRANSFERT - ESPERANCE ET VARIANCE

Revenons au probleme de la modélisation de la durée de vie d’une ampoule, représentée par une v.a.r. X. Dans le cadre d’un
modele, on a fixé une loi de probabilité suivie par X, par exemple une loi &(A4). On note alors X ~ &(A). Une caractéristique
importante de 1’ampoule est sa durée de vie moyenne. Il s’agit d’une moyenne, pondérée par la loi de probabilité suivie par X.

Le théoreme de transfert permet de formaliser ce point de vue :

Théoréme de transfert [FF1, p.130]. Soit X une v.a. a valeurs dans RY, et g une fonction borélienne de RY dans R. Alors,
si l'une des expressions [ g o XdP ou [pa gdPx existe, il en est de méme pour l’autre et 'on a :

/gon]P’:/ gdPy.
Q R4

Pour simplifier, on note g(X) = goX et, sous les conditions d’intégrabilité adéquates :
E((X)) = [ 8(X)dP.

En particulier, E(14(X)) = P(X € A) pour tout borélien A. Par ailleurs, on a g(X) € L!(PP) si, et seulement si g € L!(Px). Dans
les 2 cas fondamentaux (discret et a densité), la formule de transfert s’énonce ainsi :

E(e(x) = [, 8(0f(dx. si Pu(dr) = f(x)d
= Y g(k)P(X=k),siPx= Y P(X=k)&.
kezd kezd



Ce théoreme est aussi 1’occasion de définir des quantités fondamentales, les moment, variance, covariance et enfin matrice de
variance :
> MOMENT D’ORDRE p DE LA V.A.R. X. Si X € L?(IP), son moment d’ordre p est E(X?). L’espérance, ou moyenne de X
est E(X);
> VARIANCE DE LA V.A.R. X. Si X € L?(P), la variance de X est :
var(X) = E((X —E(X))?) = E(X?) — (E(X))".
Elle représente 1’écart des valeurs de X par rapport 2 sa moyenne. Noter que E(X) existe car L?(P) C L!(PP), et que si
a € R : var(aX) = a*var(X). Enfin, E(X) est, pour le critere L?(IP), la meilleure approximation de X par une constante.

> COVARIANCE ENTRE LES V.A.R. X ET Y. Si X,Y € L2(P), la covariance entre X et Y est :
cov(X,Y) =E((X —E(X))(Y —E(Y))) =E(XY) —E(X)E(Y).

Elle joue un rdle crucial dans la notion d’indépendance (cf. Section 3). On notera en particulier les relations cov(X,X) =
var(X), var(X +Y) = var(X) 4+ var(¥Y) — cov(X,Y) et cov(X + Z,Y) = cov(X,Y) + cov(Z,Y) si Z est une v.a.r. de carré

intégrable.
> ESPERANCE ET MATRICE DE VARIANCE D’UN VECTEUR ALEATOIRE. Un vecteur aléatoire n’est rien d’autre qu’une v.a.
X = (X1,---,X,)" a valeurs dans R¥. Sous les conditions d’intégrabilité adéquates, son espérance E(X) est le vecteur des

espérances des coordonnées, et sa matrice de variance est définie par V(X) = (cov(X;,X;)); ;. Noter que V(X) est une
matrice symétrique positive.

Quelques calculs d’espérances et variances.
> SiX~%(n,p), E(X)=npetvar(X) =np(l —p);
> SiX~PZA),EX)=var(X)=21;
> SiX ~ A (m,62), E(X) =metvar(X) = 6?;
> SiX ~y(a,A), E(X)=a/A etvar(X) =a/A?;
> SiX ~¥(p)avec p>0,E(X)=1/petvar(X)=(1-p)/p*

Si I’espérance et la variance ne caractérisent pas la loi d’une v.a., elles contribuent néanmoins au contrdle des déviations de la
v.a. En effet, si X € L' (P) est une v.a.r., on a

E(IX])

V>0 B(X| 2 1) < =

[INEGALITE DE MARKOV].

SiX e ]Lz(IP’), on peut estimer plus précisémment la probabilité de déviation de X par rapport a sa moyenne :

var(X)

Vi>0: P(X-EX)| >1) < 2 [INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBITCHEV].

2. CALCUL DE LOIS : FONCTION DE REPARTITION, FONCTION CARACTERISTIQUE
ET TRANSFORMEE DE LAPLACE

2.1 LE THEOREME DE LA LOI IMAGE

Si X posséde une densité f sur R par rapport a la mesure de Lebesgue, et si ¢ : R — R est un difféomorphisme de classe %!, on
a d’apres le théoreme de transfert, pour tout borélien A :

Po(X) £4) = [ 14(0(x)Px(@) = [ 1a(0()sWx = [ roo™ 9] (07) W]ay

Ainsi, ¢(X) posséde une densité par rapport a la mesure de Lebesgue qui est fo @' (y)|(¢ ") (y)|. On peut généraliser ce
résultat :

Théoreme de la loi image. [FF1, p. 195] Soit X une v.a. a valeurs dans un ouvert U de R4, et ¢ : U — V un difféeomor-
phisme de classe €. Si X posséde une densité f, alors Y = @(X) posséde une densité, qui vaut :

fop! Jacy-1[1y.

Le calcul de la loi image se ramene donc dans ce cas a un calcul d’intégrale multiple.



Exemples.

> Si X estune v.a.r. de densité f par rapport 4 la mesure de Lebesgue, la v.a.r. 1 /X posséde une densité, qui est (1/x%)f(1/x).
En particulier, si X suit la loi de Cauchy, i.e. X est a densité fx(x) = 1/(x(1 +x?)) par rapport 2 la mesure de Lebesgue
sur R, alors 1/X ~ X ;

> SimeReto >0, 4 (mo6%) =m+0c.4#(0,1) au sens suivant : X ~m+6Y,si X ~ A (m,6%) etY ~ A (0,1).

2.2 LA FONCTION DE REPARTITION

Note préliminaire. Nous ne parlerons ici que de fonction de répartition pour une v.a.r., car elle est essentiellement utilisée dans
ce contexte. Néanmoins, on peut, au prix de quelques complications techniques supplémentaires, définir cette notion pour des
v.a. 2 valeurs dans R? (cf [FF1, p. 142]).

Définition. On appelle fonction de répartition (fr.) toute fonction F : R — [0,1] croissante, continue a droite, et telle que
lim_ F =0, lim; F = 1.

Pour une v.a.r. X, la fonction Fy définie par Fx (x) = P(X < x) est une f.r., appelée fonction de répartition de X (la notation Fy est
adoptée pour toute la suite). Si X posseéde une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue, la dérivée de Fx vaut f ; autrement
dit, Fx caractérise la loi, représentée ici par f. Ce phénomene se généralise a tous les types de lois, comme le montre le résultat
suivant :

Théoreme [FF1, p. 48-49].A toute fonction de répartition correspond une et une seule mesure de probabilité sur (R, #(R)).
En d’autres termes, 2 v.a.r. ont méme loi si, et seulement si, elles ont méme f.r.

On souhaite calculer la loi de X2, avec X ~ .4(0,1). Ce calcul ne peut pas se faire en utilisant le théoréme de la loi image. En
revanche, I’usage de la f.r. permet de trouver la loi de X2 : la dérivée de la f.r. de X? est la densité de la loi y(1/2,1/2). Donc
X% ~y(1/2,1/2).

Générer une réalisation d’une v.a.r. Supposons que I’on veuille générer une réalisation d’une v.a.r. X. Pour simplifier, on

suppose que Fx est strictement croissante (cf [0, p. 29] pour le cas général). On sait générer une réalisation # d’une v.a.r.
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U ~ %[0, 1] (générateur aléatoire). En remarquant que Fy ' (U) ~ X car FF{I () = Fx, on en déduit que Fy (u) est une réalisation

de X.

2.3 LA FONCTION CARACTERISTIQUE

Définition. Soit X une v.a. & valeurs dans R?. On appelle fonction caractéristique (f.c.) de X, et on note @, la transformé de
Fourier de Px. Autrement dit, pour tout t € RY :

ox (1) =Py (1) = E(exp(i <1,X >)).

Une f.c. est définie et continue partout, et bornée par 1. De plus, si X est une v.a. a valeurs dans R¢, on a pour tout A € My et
b € R,
; k
Pax+p(t) = exp(i < b,t >)@x (A™1), Vt € R".

Théoreme d’unicité [FF1, p. 166] ou [0, p. 201].Lafonction caractéristique d’une v.a. a valeurs dans R4 carac-
térise sa loi. En d’autres termes, 2 v.a. & valeurs dans R? ont méme loi si, et seulement si, elles ont méme fec.

La loi de X est symétrique (i.e. X ~ —X) si, et seulement si, @y ne prend que des valeurs réelles. Enfin, toute combinaison
convexe de f.c. est une f.c.

11 est donc essentiel de calculer les f.c. des lois usuelles. Faisons-le pour X ~ .47(0,1). Comme la loi .4#°(0, 1) est symétrique,
1 2
1) =E(cos(rX)) = —/ cos(tx)e ™ dx.
ox (1) = E(cos(tX)) = —= | cos(tx)

On montre alors que @ (1) = —r@x (7). Comme @x(0) = 1, on obtient @x (1) = e~"*/2. En utilisant I’égalité N (m,0%) =m+
o./(0,1) (cf section 2.1), on en déduit la f.c. de la loi .4 (m, c?).



Fonctions caractéristiques de lois classiques [FF1, chap. 7 et 14].

> LOI BINOMIALE %(n,p), avec n € Net p € [0,1]. Sa f.c. vaut (1 — p+ pe')".

> LOI DE POISSON #(1), avec A > 0. Sa f.c. vaut exp( (e — 1)).

> LOI GEOMETRIQUE ¥ (p), avec p € [0, 1]. Sa f.c. vaut pe” /(1 — (1 — p)e™).

> LOI EXPONENTIELLE & (1), avec A > 0. Sa f.c. vaut A /(A —ir).

> LOI NORMALE, OU GAUSSIENNE .4/ (m, 62), avec m € R et ¢ > 0. Sa f.c. vaut exp(itm — 6%t /2).
> LOI GAMMA ¥(a,A), avec a,A > 0. Saf.c. vaut (A /(A —it))“.

Passons maintenant en revue d’autres propriétés essentielles de la f.c. Dans ce qui suit, on considere le cas d’une v.a.r. Le cas des
v.a. 2 valeurs dans R se traite de maniére similaire, au prix de quelques complications techniques supplémentaires.

Théoreme. Soit X une v.a.r.
(I). [0, p. 203].Si @x est Lebesgue-intégrable, alors X possede une densité par rapport a la mesure de Lebesgue, qui
vaut en chaque x :

1 .
— /R ox (1) exp(—ixt)di.

(2). [0, p. 208].8iX € L"(P), alors ¢ € €" et pour chaque £ =1,--- ,n : (p)(f)(()):igE(X[).
(3). [0, p. 208].Si @x est k fois dérivable en 0 (k > 2), alors X € L2k/2] (P). De plus, pour chaque £ =1,--- ,2[k/2] :
l .
oy (0) = 'E(x).
(4). [0, p. 214].SiX € L"(P) pour tout n, et si limsup, || X||;»p)/n = 1/R < o, alors @x est développable en série
entiére au voisinage de tout réel, le rayon de convergence étant supérieur a R/e. D’apres (2), on a donc le développement :

o)=Y D pxt), w ] 75,5[.

!
0 2! e e

Difficile, dans cette section, de ne pas évoquer la notion de vecteur (aléatoire) gaussien. La notion de v.a. gaussienne est essen-
tielle en probabilités (cf section 6.2).

Définition. On dit que X est un vecteur gaussien de R?, et on note X ~ Ny(m, X), si il existe m € R? et £ € .#(R) symétrique
positive tels que la fonction caractéristique Qx de X s’écrit :

1
ox (1) = exp (i <u,m> —EMIZM), Vu € RY.

Remarques [DD1, p. 130-132].

> Cette définition inclut notamment le cas ou X suit une loi de Dirac en m (cas X = 0);

> Si X ~ Nyg(m,Z), alors E(X) =m et V(X) = (cov(X;, X)) j—1,...« = Z. En particulier, un vecteur gaussien admet un
moment d’ordre 2 et, de maniere plus générale, des moments de tous ordres ;

> Un vecteur gaussien admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue si, et seulement si sa matrice de variance est
inversible.

2.2 LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

Définition. Soit X une v.a. a valeurs dans R¢. On appelle transformée de Laplace de X, et on note L, la fonction définie par
Zx(t) =E(exp(<1,X >)),

pour chaque t € RY tel que I'intégrale soit définie.

La transformée de Laplace jouit de propriétés tres similaires a la f.c. En particulier, elle caractérise la loi et les moments d’une

v.a. peuvent étre déduits de dérivations successives de la transformée de Laplace. Son inconvénient majeur est qu’elle n’est en

général pas définie sur tout R, contrairement  Ia f.c.

Pour une v.a. X a valeurs dans R?, on note Iy = {t € R? : Zx(¢) est définie}.

Proposition [DD1, p. 73]. Soit X une v.a. a valeurs dans R4. Alors, I’ensemble Ix est convexe, et la fonction Zx est de

classe €= dans intérieur de Ix. De plus, la fonction In %y est convexe sur Ix ; elle est méme strictement convexe si X ne suit
pas une loi de Dirac.



Si la transformée de Laplace de X est définie sur un ouvert contenant 0, X posseéde des moments de tous ordres. En ce sens,
I’utilisation de la transformée de Laplace pour caractériser une loi est donc moins pratique que 1’utilisation de la f.c. En fait,
I’intérét de la transformée de Laplace en probabilités est a rechercher ailleurs.

Si X est une v.a.r., la transformée de Cramer de X (cf [DD1, p. 78]) estla fonction hx définie par :

hx (u) = sup (ut —In Zx (1)).

tely
Théoréme [DD1, p. 79].Soit X une v.a.r. telle que 'intérieur de Ix soit un voisinage de 0. Alors, hx (t) > 0 sit £E(X), et :

P(X >1) <exp(—hx(t)) pourr > E(X) et P(X <r) <exp(—hx(t)) pourt <E(X).

Ces inégalités améliorent considérablement I’inégalité de Markov. Cependant, elles ne sont valables que pour des lois admettant
des moments de tous ordres.

Nous reviendrons sur I’utilisation de la transformée de Laplace pour une somme de v.a.r. dans la section 4.1.

3. LA NOTION D’INDEPENDANCE

3.1 INDEPENDANCE D’EVENEMENTS ET DE CLASSES D’EVENEMENTS

Le concept d’indépendance est I’'une des spécificités majeures des probabilités par rapport a 1’analyse.

Définition. On dit que des événements Ay, --- , A, sont indépendants si pour tout I C {1,--- ,n}, ona
P(ﬂA,) ~TIP@).
iel i€l

Tout événement est donc indépendant de Q et (). De plus, si A et B sont indépendants, il en va de méme pour A et B. On trouvera
bien d’autres propriétés de cette nature dans [FF1, p. 58].

Exemple. Le modele probabiliste associé a I’expérience aléatoire de 2 lancers indépendants d’un dé équilibré est (Q2,PP), avec
Q=1{1,---,6}? et P({w}) = 1/6 pour chaque éventualité ®. Les événements A : "le ler lancer donne un nombre pair" et B :
"le 2nd lancer donne un nombre impair" sont indépendants. Il est important de noter que 1’indépendance des événements 2 a
2 n’est pas suffisante : si C est I’événement "les 2 lancers donnent des nombres de méme parité", alors les 3 événements sont
indépendants 2 a 2, mais A, B, C ne constitue pas un systeéme d’événements indépendants, car P(ANBNC) =0 # P(A)P(B)P(C).

Le concept d’indépendance s’exporte naturellement a une suite infinie.

Définition. Soit (A,)n>1 une suite d’événements. On dit que les événements Ay,Az,--- sont indépendants si toute suite finie
extraite de la suite (Ap)n>1 est constituée d’événements indépendants.

Pour les classes d’événements, la notion d’indépendance est définie comme suit :

Définition. Les classes d’événements €1,%>,--- sont dites indépendantes si, pour tous A| € €1,Ay € 6»,---, les événements
A1,An,- -+ sont indépendants.

En particulier, cette définition généralise la notion d’indépendance de tribus. Le résultat ci-dessous, sur lequel on serait tenté de
jeter un coup d’oeil distrait, est d’utilité constante dans la manipulation des v.a. indépendantes :

Théoreme [FF1, p. 60]. Soient m,m, - des classes d’événements qui sont indépendantes. Si, pour chaque i > 1, 7; est
stable par intersection finie, les tribus o(m;),0(m), -+ sont indépendantes.



3.2 INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES

L’idée est la suivante : deux v.a. sont indépendantes si les tribus qu’elles engendrent le sont. On se permet dans ce qui suit
d’aborder d’emblée le cas d’une suite éventuellement infinie de v.a. Cela suppose que 1’on puisse définir une notion de mesure
produit sur (RY)N par exemple, ce que nous admettrons ici. La construction d’une telle probabilité fait I’objet du théoréme de
prolongement de Kolmogorov, qui ne figure pas au programme de I’agrégation.

Définition. Les v.a. (X,,),>1 a valeurs dans R? sont indépendantes si les tribus 6 (X;),6(X),- - - sont indépendantes.

On en déduit par un argument habituel de densité que les v.a. (X;,),>1 2 valeurs dans R? sont indépendantes si, seulement si, pour
tout / C N* fini et toute famille de fonctions mesurables bornées (ou positives) (g;);c; définies sur R4 et a valeurs dans R (cf [0,

p. 42]1):
E(Hgi(Xi)) ZHE(gi(Xi))‘

icl icl
L’indépendance entre v.a. est une propriété de la loi. Considérons le cas de 2 v.a. (extension immédiate au cas de n v.a.). Les v.a.
X; et X, sont indépendantes (on notera cette propriété X; L X») si, et seulement si, IP’(XI X)) = Px, ®Px, (cf [FF1, p. 132]
ou [O, p. 411]). Selon la nature de la loi du couple (discrete ou a densité), on en déduit les criteres d’indépendance suivants
(cf [0, p. 43]):

> Si Vi, X; posséde une densité par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur R?, ona: X; 1L X, <
Jx, x0) (x1,%2) = fx; (x1).fx, (x2), pour Lebesgue-presque tout (x,x2);
> Si Vi, X; est a valeurs dans un ensemble discret D,ona: X; 1L X, &
PX) =x1,X =x) =P(X; =x))P(X2 = x2), Vx1,x2 €D.

Remarquer ici I'usage de la virgule, qui remplace le symbole "N". Combiné au théoreme de la loi image, on peut utiliser ces
caractérisations de 1’indépendance pour en déduire facilement la loi de certaines transformations de v.a. A titre d’exemple, si
X WLYavecX ~Y ~ . 4(0,1),X/Y suitlaloi de Cauchy.

Par ailleurs, le dernier théoréme de la section 3.1 montre que des v.a.r. X et X, sont indépendantes des que pour chaque s,z € R :
P(X) <s5,X <t) =PX; <s5)P(X; <1).

Cette propriété s’étend facilement au cas d’une suite de v.a.r. De maniere plus générale, on a un critere d’indépendance entre v.a.
qui est relativement simple :

Théoréme. Soit (X;);>1 une suite de v.a. a valeurs dans R?, et pour chaque i > 1, m; C B(R?) une classe stable par intersection
finie et telle que o (m;) = B(R?). Si les classes d’événements X, ' (m1),X5 ' (m2), -+ sont indépendantes, alors les v.a. (X;)i>1
sont indépendantes.

Quelques exemples incontournables.
> Soient X 1l Y, avec X ~ 4#7(0,1) et Y ~ .4#7(0,1). Notons (R,®) la représentation polaire du vecteur aléatoire (X,Y)".
Alors, R IL @, R* ~ &(1/2) et ©@ ~ % [0,27] (cf [FF1, p. 198]).
> Soient X 1l Y,avec X ~ & (A1) etY ~ & (). Alors, inf(X,Y) ~ &(A1 +2A2). [Utilisation de la f.r.]
> Soient X1, ---,X, des v.a.r. indépendantes et de méme loi, de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue, et de f.r. F. On
note ¢ une permutation aléatoire de {1,--- ,n} (en fait la seule p.s., car P(X; = X;) = 0 sii # j) telle que X5 (1) < -+ < Xg5()-
Alors, la v.a. Xc(k) admet une densité, qui vaut (cf [0, p. 79]):

nf(x) CE= 1 F (x)k! (1 —F(x))nik, xeR.

La suite Xg (1), "+, Xq(n) €st la statistique d’ordre associée a la suite Xj,- -+, X.

> Soient X, Y des v.a.r. avec X 1L Y. On suppose que le vecteur aléatoire M = (X,Y)" posséde une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue, et que cette densité est strictement positive en tout point. Alors, on a 1I’équivalence : 36 > 0, tel que
X~Y ~A4(0, 62) & la densité de M est radiale (cf [FF1, p. 157]).

> Soient (X,),>1 des v.a.r. indépendantes et de méme loi. On note G, = card{i € {1,---,n} : X; < 1} et D, = n— G,.
Soit N ~ P (k), avec N 1L (X;)n>1. Alors, Dy ~ Z(kP(X1 > 1)), Gy ~ Z(kP(X; < 1)), et surtout Dy 1l Gy. [Une
curiosité!]



Mentionnons enfin un dernier résultat important (conséquence du théoréme de Fubini) :

Théoreme [FF1, p. 132].Soient Xy, --,X, des v.a.r. intégrables. Alors :

E[ﬁlxi] = ﬁE[Xi]'

3.3 INDEPENDANCE ET FONCTION CARACTERISTIQUE

Comme la loi d’une v.a. est caractérisée par sa f.c., il est naturel de voir I’indépendance, qui est une propriété de loi, via une
propriété de la f.c.

Théoreme [O, p.205]. Soient X1,---,X, des v.a.r. Elles sont indépendantes si, et seulement si,

(p(Xl.m,X,,)(tla"' i) = Px, (t1)-- 7(an(tn)’ v, €R.

On montre facilement avec ce critére que si X et ¥ sont des v.a.r. avec X 1LY et X ~ Y ~ #7(0,1), alors, (X +Y)/v/2 et
(X —Y)/+/2 sont indépendantes et de méme loi .4 (0, 1).

Si X et Y sont des v.a.r. indépendantes et de carrés intégrables, cov(X,Y) = 0. Mais la réciproque est en général fausse (prendre
X ~ A(0,1) et Y = X?). Les 2 résultats qui suivent établissent des réciproques, dans des contextes particuliers (leurs preuves
utilisent la f.c.) :

Théoreme.
> [0, p. 225].Soient X,Y des v.a.r. bornées, i.e. il existe C > 0 tel que P(|X| < C)=P(]Y| <C)=1. Alors, X L Y &
cov(X¥, YY) =0, Vk,l € N,
> [0, p. 252].80itX = (Xy,--,Xy)" un vecteur gaussien de RY. Alors, les composantes de X sont des v.a.r. indépen-
dantes < V(X)) est diagonale.

Si X n’est pas un vecteur gaussien, le dernier résultat est faux. En effet, soient Z 1l €, avec Z ~ 4(0,1) et P(e = +1) = 1/2. Si
Y =¢eZ ~ A4 (0,1), le vecteur aléatoire (Z,Y)" n’est pas gaussien. Or, cov(Z,Y) = 0, mais Z et ¥ ne sont pas indépendantes.

Citons enfin un dernier résultat remarquable, quoique anecdotique, dont la preuve utilise la f.c. La seule référence pour la preuve
([0, p. 280]) est beaucoup trop longue, et peut étre considérablement simplifiée (cf fascicule d’exercice de M. Gradinaru
pour le Master 1).

Théoreme [O, p. 280]. Soient X etY des v.a.r. indépendantes et de méme loi de carré intégrable. Alors, X et Y suivent des
lois gaussiennes < X +Y 1 X —7Y.

Arguments de la preuve. On peut supposer que les 2 v.a. sont centrées (i.e. d’espérance nulle) et réduites (i.e. de variance 1).
Si X et Y suivent une loi gaussienne, un calcul de f.c. montre que X +Y Il X —Y. Supposons maintenant que X +Y 1L X —Y, et
notons ¢ la f.c. de X. Alors, ¢(2t) = ¢(t)3@(—t). Puisque ¢(0) = 1, on en déduit par I’absurde que ¢ ne s’annulle jamais. Par
ailleurs, comme X € IL?(PP), on sait (dernier théoréme de la section 2.1) que @(¢) = 1 —1%/2 +o(t?) au voisinage de 0. Par suite,
si w(t) = @(t)/o(—t), ona y(t) = 1 +o0(t*) au voisinage de 0. Comme y(2¢) = w(t)? et y(0) = 1, cela entraine que ¥ = 1,
i.e. o(t) = @(—t). Ainsi, @ est a valeurs réelles positives et vérifie ¢(¢) = @(t/2)*. Comme ¢ est de classe € avec @(0) = 1,
¢(0) =0 et ¢”(0) = —1, on en déduit que p(1) = e /2. o

3.4 LE LEMME DE BOREL-CANTELLI

Pour une suite d’événements (A,),, on note :

limsupA, = AUAc et liminfA, ={J[) A

n k>n n k>n

L’ensemble limsup, A, contient les éventualités qui sont dans une infinité des A,, alors que liminf, A, est ’ensemble des éven-
tualités qui, a partir d’un certain rang, sont dans tous les A,. Du coup, liminf, A, C limsup, A,.



Lemme de Borel-Cantelli (O, p. 51].Soit (A,), une suite d’événements.
(ii) Siles événements (A,), sont indépendants, ¥, P(A,) = e = P(limsup, A,) = 1.

Dans le cadre du lemme de Borel-Cantelli, il est difficile de ne pas évoquer les 2 applications qui suivent.

Jeu de pile ou face. On joue a pile ou face une infinité de fois. L’événement "N piles consécutifs" apparait une infinité de fois
p.s. d’apres le lemme de Borel-Cantelli.

Marche aléatoire sur Z. Soient (X;);>; des v.a. indépendantes et de méme loi telle que P(X; =1)=1—-P(X; = —1) = p. On
pose So =0et S, =X; +---+ X, pour n > 1. La suite de v.a. (S,),>1, Ou processus stochastique, est la marche aléatoire sur Z
issue de 0. D’apres la formule de Stirling,

B(S20 = 0) = CLp"(1— p)' ~ —— (4p(1—p))".

VTn
On s’intéresse au nombre de retour de (S,),>0 en 0 (cf [D, p. 188]).
> Cas p # 1/2. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, P(limsup,{S, =0}) =0;
> Cas p=1/2.Pourm > 0et k> 1, notons A,y = {Sn =0, S, # 0V¥n > m+k}. Par indépendance des accroissements S,
etS,—Susin>m:
PAni) = P(Sw=0,8—8n#0,Yn>m+k)
P(Sy = 0)P(Sy — Sy £ 0, ¥n > m+k) = P(S,, = 0)P(S; £ 0, j > k).

< k. Par suite,

mk —

Une éventualité est dans au plus k événements (A, x)m>0, donc },,~0 14

k> Y PAng) > Y P(Sy = 0)P(S; #0,j > k).

m>0 m>0

Comme Y.~ P(S,, = 0) = oo, on a forcément P(S; # 0, Vj > k) = 0, et ceci pour tout k > 1. On en déduit que P(liminf, {S, #
0}) =0, soit P(limsup,{S, =0}) = 1.

3.5LALOIDUO—1DE KOLMOGOROV

Pour une suite de tribus (7,),>1, on note %% la tribu asymptotique qui lui est associée, i.e.

o= Vo ().

n>1 k>n

Un événement fait partie de la tribu asymptotique s’il est dans chaque tribu ¢(Ug>,%% ).
Loi du 0-1 de Kolmogorov [0, p. 501]. Siles tribus (2,),>1 sont indépendantes, alors VA € o, : P(A) € {0,1}.

Considérons maintenant le cas particulier suivant : soit (X, ),>1 une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans R, et <7, = o(Xy).
La tribu asymptotique vaut :
Lo = (w 0 (Xi, k> n).
n>1
Les v.a. limsup, X, et liminf, X, qui sont %Z,.-mesurable, sont donc p.s. constantes. De plus, {(X,,),>1 converge dans R} € oZ..
De nouveau, comme les (X,),>1 sont indépendantes, cet événement est de probabilité 0 ou 1 d’apres la loi du 0-1. De méme,
{Y,, X, converge} € <7, est de probabilité 0 ou 1.

Séries entieres a coefficients aléatoires. En poursuivant dans le méme contexte, considérons la série entiere a coefficients
aléatoires ) ,,~; X, z". Son rayon de convergence R, qui est une v.a. @.-mesurable d’aprés la régle d’Hadamard, est donc p.s.
constant. Si X; € L! (P), R > 1 p.s. car, par convergence monotone :

E(| ¥ x.2|) <E@) X "

n>1 n>1
De plus, si P(X; =0) < 1, il existe a > 0 tel que Y, P(|X,,| > o) = oo. Comme les v.a. (X;,),, sont indépendantes, on en déduit du
lemme de Borel-Cantelli que P(limsup, {|X,| > a}) = 1. Du coup, presque stirement, il existe une suite (1 )« telle que |X,, | > o
pour chaque k. On utilise maintenant la regle d’Hadamard :

R~ =limsup|X,|'/" > lilznal/"k =1,
n



pour en déduire que R < 1. Sous les hypotheses mentionnées jusqu’ici, le rayon de convergence de la série entiere a coefficients
aléatoires vaut 1. On peut méme montrer qu’il n’y a pas convergence sur le bord du disque de convergence.

4. SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

4.1 QUELQUES EXEMPLES DE SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Soient X1, ---,X, des v.a.r. indépendantes, et M,, leur somme : M,, = X; + --- 4+ X,,. Si les v.a. sont de carré intégrables, alors, du
fait de leur indépendance, cov(X;,X;) = 0sii # j et donc :

var(M,) = i‘ivar(Xi).

Lutilisation de la f.c. permet souvent de trouver facilement la loi de la somme de v.a. indépendantes, dont les lois font partie
d’une méme famille. Dans les cas standards, on peut ainsi retrouver :

> Si VIa Xi ~ B(”lhp)» MH ~ %)():?:1 niap) 5

> Si Vi, X,‘ ~ gz(/l,), Mn ~ @( ;':1 7Ll) 5

> Si Vi, X; ~ A (mi,63), My ~ A (Y mi, Y, 67);

> SiVi, X; ~ ’)/(Cli,)l.), M, ~ ’}/(27:1 ai,),).

Identité de Wald [FF2, p. 23]. Soient (X;);>| des v.a. indépendantes et de méme loi intégrable, et S une v.a. intégrable a
valeurs dans N* telle que pour chaque k > 1 : {S =k} € o(Xy, -+ ,Xk) (temps d’arrét). Alors,

E(éx) = E(X1)E(S).

Ruine du joueur. Soient (&;);>; des v.a.r. indépendantes, et de méme loi de Rademacher, i.e. P(§; = +1) =1/2. On note Go =0
etpourn>1,G, =& +---+&,. Comme (§+1)/2~ B(1/2),ona (G, +n)/2 ~ B(n,1/2). La suite de v.a. (G,),>0, appelée
marche aléatoire simple symétrique sur 7, modélise le gain d’un joueur qui affronte une banque. En effet, G, représente le gain
d’un joueur a I’issue de la n-ieéme partie de pile ou face, selon la régle : il met en jeu a euros au jeu de pile ou face ; il perd 1 euro
a chaque pile, et il en gagne 1 a chaque face ; s’il arrive & b euros (censé représenter la fortune totale de la banque), il a gagné le
jeu, et s’il arrive & —a euro, c’est une défaite. La v.a. T =inf{n >0 : G, € {—a,b}} représente le numéro de la derniére partie
du jeu. Toute la question est de savoir si P(T < o) =1, i.e. le jeu s’arréte-t-il ? Dans I’ affirmative, il faut calculer la loi de la v.a.
Gr, afin de répondre a la question : quelle est la probabilité que le joueur gagne ?

> La réponse a la 1&re question est affirmative, car pour chaque k € Z, P(G, = k) — 0 lorsque n — oo (formule de Stirling)
et pour chaque n > 1, {T =} C {G, € {—a+1,--- ,b—1}}. Une autre preuve sera apportée avec le théoréme central
limite (cf section 6.2). Noter que, en particulier, P(Gr € {—a,b}) = 1.

> Pour la 2&me question, on remarque que pour tous n,k > 1, {inf(T,n) = k} € 6(&;,---,&). Donc, d’apres I'identité de
Wald, E(Giyf(s,7)) = O pour chaque n > 1. Comme Giyg(n,7) — G P-S. €t |G,y | < max(a,b), on en déduit avec le
théoreme de Lebesgue que E(Gr) = 0. Par suite, P(Gr = —a) = b/(a+b).

4.2 UTILISATION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE POUR LES SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Les résultats ci-dessous prolongent le théoréme principal de la section 2.2. Ce sont aussi des exemples d’utilisation de la trans-
formée de Laplace en probabilités.

Théoréme de grandes déviations [DD2, p. 174]. Soient (X;);>1 des v.a.r. indépendantes et de méme loi, et S, = X1 +---+
X,.. On suppose que Uintérieur de Iy, est un voisinage de 0. Soit € > 0. Alors, il existe a > 0 tel que pour chaque n > 1 :

ﬁ_ﬂ«:(xl)) zg) <o,

A (5

La moyenne de Césarro S, /n converge donc -en un sens que nous préciserons (cf section 5)- vers E(X]) a vitesse exponentielle,
lorsque n — oo.

Théoréme de Chernoff [DD2, p. 174]. Soient (X;);>| des v.a.r. indépendantes et de méme loi, et S, =X +---+ X, On
suppose que I'intérieur de Ix, est un voisinage de 0. Notons ¥ la dérivée de In Zx,, o« =inf{¥(t),t € Iy, } et B =inf{¥(r),1 €
Ix, }. Alors,

10



(i) (1/n)InlP(S, >nt) — —hx, (t) si B >t >E(X;);
(ii) (1/n)InP(S, < nt) — —hy, (t) si @ <t <E(X)).

Comme 7y, (t) > 0 si ¢ # E(X;), le théoréme de Chernoff nous donne des évaluations tres fines de la déviation de la moyenne
Su/n par rapport & sa moyenne E(X;). Si I’on compare au résultat donné par I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a pour
chaque € > 0, en notantt = e+ E(Xj) :

var(X)

P(S, > nt) <P(|S, —nE(X;)| > ne) < 2

On peut donc juste montrer que limsup,,(1/n)InP(S, > nt) < 0. Sans commentaire ...
4.3 LOI DE LA SOMME DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES ET PRODUIT DE CONVOLUTION

On rappelle que le produit de convolution de 2 mesures de probabilité p et v sur R?, noté p % v, est défini par la propriété :
[ fdwev)= [ ftype videdy),
RY RY x R4

pour chaque fonction f : R — R borélienne positive (cf [0, p. 63]). Noter que f v est une probabilité. Par ailleurs,
I’opération * est commutative, et la mesure de Dirac en 0 est élément neutre.

Pour 2 v.a. X et Y indépendantes et 2 valeurs dans R?, on vérifie que I@’Xer =Qx1y = PxQy = PyPy. Par ailleurs, cette derniere
quantité est aussi la transformée de Fourier de la loi Px x Py. Par injectivité, on en déduit le résultat :

Théoreme [O, p. 63].Soient X, Y des v.a. indépendantes a valeurs dans R4. Alors, Px.y = Px xPy.

En particulier, si la loi de X est diffuse, i.e. Px ne charge pas les points, alors la loi de X + Y est diffuse. En effet, pour chaque
t € R?, d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli :

]P’(X+Y:t):/Rd 1{,}d(Px*Py):/Rdﬂbx({t—y})m(dy):o.

La loi de la somme de 2 v.a. indépendantes étant représentée par le produit de convolution des lois, on peut donc écrire, d’ apres
les résultats de la section 4.1, 2(A1) x P () = P (M + L), N (m1,062) % N (my,03) = N (m) +ma, 6% + 63), B(n1,p)*
%(nz,}?) = %(I’l] +n23p)

En pratique, le produit de convolution entre mesures ne se préte pas trés bien au calcul de la loi de la somme de v.a. indépendantes.
On lui préférera souvent un calcul basé sur la notion de f.c., sauf éventuellement lorsque les v.a. possedent des densités par rapport
a la mesure de Lebesgue, ou si elles ont des lois discretes. Dans ces cas, le produit de convolution prend une forme simple, par

exemple :

Théoreme [O, p. 64]. Soient X etY des v.a. indépendantes a valeurs dans RY. Si elles possédent chacune une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue, alors X +Y possede une densité par rapport a la mesure de Lebesgue, et

fiir@) = foefy @)= [ Fe@fy c=0dx= [ @) fc—xdx
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5. CONVERGENCES STOCHASTIQUES

5.1 LES DIFFERENTES NOTIONS DE CONVERGENCE

Définition. Soient (X,,),, X des v.a. a valeurs dans R?, et ||.|| une norme sur R?. Alors,
(1). (Xu)n converge p.s. vers X si P(X, — X) = 1. On note X,, PYXx;
(2). (Xp)n converge en probabilité vers X si P(||X, — X|| > €) = 0, Ve > 0. On note X, 5x;

Xn)
(3). (Xp)n converge dans ILP (P) vers X si E(||X,, — X||?) — 0. On note X, Lx;
(4). (Xu)n converge en loi vers X si [pa fdPx, — [ga fdPx, Vf : RY — R continue bornée. On note X, £ x.

On trouvera dans [FF1, chap. 16] les relations entre ces différents modes de convergence, ainsi que des contre-exemples. Men-
tionnons seulement que les faits suivants :

> La convergence p.s. et la convergence L?(IP) entrainent la convergence en probabilité, et cette derniére entraine la conver-
gence en loi ;

> Une suite converge en probabilité si, et seulement si, de toute suite d’entiers, on peut extraire une sous-suite pour laquelle
la convergence a lieu p.s. Contrairement aux autres notions de convergence, la convergence p.s. n’est donc pas associée a
une métrique ;

> Si une suite converge en loi vers une v.a. dégénérée, i.e. une v.a. de loi de Dirac, alors la convergence a lieu en probabilité.

Par ailleurs, les convergences p.s., en probabilité et en loi sont stables sous I’action des fonctions continues : si X;, — X p.s. (resp.
en loi, en probabilité), et si f est une fonction continue, alors f(X,) — f(X) p.s. (resp. en loi, en probabilité). En revanche, la
convergence IL” (IP) ne respecte pas ce principe.

Dans les espaces de probabilité, le théoreme de Lebesgue admet une version sous des conditions plus faibles :

1
Théoréme de Lebesgue. Soient (X,,), et X des v.a. a valeurs dans R? telles que X, L X et sup, || X, || € L' (P). Alors, X, Lx
5.2 LA CONVERGENCE PRESQUE SURE

La convergence p.s., n’étant pas associée a une métrique, est sans doute la plus obscure. Pour illustrer ceci, considérons une suite

d’événements indépendants (A,),, tel que P(A,) = 1/n. On a lu, 50, mais (14,)n ne converge pas p.s. En effet, pour chaque
€ €0, 1], la série de terme général P(1,4, > €) diverge et donc P(limsup,{14, > €}) = 1 d’apres le lemme de Borel-Cantelli. En

clair, P-presque toute éventualité est dans une infinité des événements ({14, > €}),, ce qui montre que (14,), ne converge pas
p-s. vers O.

Le lemme de Borel-Cantelli nous donne un critere simple de convergence p.s. Ce critére nous montre que, d’une certaine maniere,
la convergence p.s. correspond a une convergence en probabilité "suffisamment rapide".

Théoreme [FF1, p. 211]. Soient (X,), X des v.a. a valeurs dans R?. Alors, X, 23X si, pour chaque € > 0, la série de
terme général P(||X,, — X|| > €) est convergente.

Si (A,), est une suite d’événements tels que P(4,) = 1/n%, on a donc 14, 23 0.

Par ailleurs, dans le contexte du théoréme de grandes déviations de la section 4.1, on a S, /n 2y E(X;). C’est une forme "forte"
de la loi des grands nombres, la convergence ayant lieu p.s. Cependant, le contexte est assez restrictif, puisque X; admet des
moments de tous ordres.

5.3 LA CONVERGENCE EN PROBABILITE

On peut donner une forme "faible" a la loi des grands nombres, mais sous des conditions plus générales. Soit (X;);>] une suite
de v.a.r. indépendantes et de méme loi, et S, = X| + - -- +X,,. Si X; € L2(P), alors d’aprés I’inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,
on a pour chaque € >0 :
(% —mo)| = ) < R = GU
n € née

Par conséquent, S, /n 5 E(X1) : c’est la loi faible des grands nombres.
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Une preuve probabiliste du théoréme de Weierstrass. Poursuivons avec les mémes notations. Soit f : [0, 1] — R une fonction
continue. Fixons x € [0, 1], et supposons que X; ~ %(x). Puisque E(X;) = x et f est continue bornée, E(f(S,/n)) — f(x) d’aprés
le théoreme de Lebesgue et la loi faible des grands nombres. Comme S, ~ %(n,x), on a

Sn I AW n—k
Ef — :chf 7x(17x) )
n far n
c’est-a-dire que f a été approchée ponctuellement par une suite de polyndmes. On peut montrer avec un peu plus de travail que
la convergence est en fait uniforme (cf [FF1, p. 234]): cette méthode constitue une démonstration efficace du théoreme de
Weierstrass.

5.4 LA CONVERGENCE EN LOI

Tout d’abord, le cas ou les v.a. sont discretes :

Théoreme [0, p. 317]. Soient (X,), X des v.a. a valeurs dans Z¢. Alors : P(X,, = k) — P(X = k) Vk € Z¢ < X, £x.

Il peut étre utile de disposer de la version de la convergence en loi ci-dessous lorsque 1’on a affaire a des suites de v.a. qui sont
définies par des sup ou des inf, car le calcul de la f.r. est souvent simple :

Théoreme [O, p. 318]. Soient (X,)n, X des v.a.r. Alors, Fx, — Fx en tout point de continuité de Fx < X, % X.

Soit (X;);>1 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi &(1). On note M,, = sup{X;, i € {1,--- ,n}}. Pour chaque x e R :

n

P(M, —Inn < x) = (Fy, (x+1nn))" = (1 - %e*x) — exp(—e™™).

Comme la fonction limite est une f.r., elle est associée a une loi (on peut noter aussi que cette loi est a densité par rapport a la
mesure de Lebesgue). La suite (M, —Inn), converge donc en loi.

Le résultat ci-dessous est particulierement adapté a des suites de v.a. qui sont définies par des sommes de v.a. indépendantes :

Théoréme de P. Lévy [FF1, p. 219].Soient (X,)n, X des v.a. a valeurs dans R4, Alors : Qx, — Qx ponctuellement < X, §>
X.

Un simple calcul de f.c. montre alors que #(n, p,) = (1), si np, — A. Noter ici I’abus de notation consistant a remplacer les
v.a. par leurs lois. Plus généralement, un phénomene aléatoire qui peut se représenter comme une superposition d’événements
rares et indépendants suit approximativement une loi de Poisson :

Théoréme des événements rares [0, p. 321].Soit, pour chaque n, {A, j, j € My} une famille finie d’événements indépen-
dants. On pose p, j =1P(A, ), et on note
Sy = Z 14, ;-

JEMy
On suppose que My, /* oo, max jep, Pn,j — 0 et ¥jep, Pn,j — A. Alors, X, £ P(R).
Noter 1’usage de la notation hybride "X, = P(A)".

Le "probleme des rencontres” constitue un autre exemple ol la loi de Poisson intervient en tant que limite d’une suite de v.a. La
preuve présentée dans [FF1, p. 259] utilise le théoreme de P. Lévy, et donc la f.c.

5.5 CONVERGENCE DE SOMMES ET DE PRODUITS DE VARIABLES ALEATOIRES

Soient (X,)n, (Y)n, X et Y des v.ar. Si X, — X et ¥,, — Y p.s. ou en probabilité, alors la suite de vecteurs aléatoires (X,,,Y;)’
converge vers (X,Y)" selon le méme mode de convergence. Comme ces 2 formes de convergence sont stables sous 1’action des
fonctions continues, on peut en déduire des résultats du type X,, + Y, — X +Y p.s. ou en probabilité.

Cependant, ce n’est plus vrai avec la convergence en loi : le fait que les suites (X,), et (¥,), convergent en loi vers X et Y

n’entraine pas que la suite des vecteurs aléatoires (X,,, Y, )" converge (sauf si X, Il ¥,) : laraison principale est que la connaissance
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des lois marginales de X,, et Y,, ne permet en général pas de retrouver la loi du vecteur aléatoire (X,,Y,)". Heureusement, des
résultats partiels existent quand méme dans ce sens :

Lemme de Slutsky [0, p. 3471. Soient (X,)n, (Yn)n, X des v.a.retyeR. Si X, L X et Y, A y, alors X, +Y, L x +yet
XY, % Xy.

A titre d’exemple, considérons le cas d’une suite de v.a.r. (X,), telle que, pour une suite croissante (v,),, on ait v, X, = X.

Observons que X, ﬂ) 0. Soit maintenant f : R — R une fonction borélienne nulle en 0, et dérivable en 0. Alors, d’apres le lemme
de Slutsky :

A g”) vXn 5 F1(0)X.

an(Xn) =

Cette remarque porte le nom de §-méthode.

6. LA LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES ET LE THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE
6.1 LA LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES

Ainsi que nous I’avons déja vu dans les sections 5.2 et 5.3, le titre de "loi des grands nombres" est en général conféré a un
théoreme limite portant sur une moyenne de Césarro de v.a. On y ajoute le qualificatif de "fort" lorsque la convergence a lieu p.s.
(cf section 5.2).

Il existe de nombreuses formes de la loi forte des grands nombres (cf [0, chap. 10]). Nous mentionnons ici la forme la plus
habituelle. Dorénavant, pour une suite (X;);>1 de v.a., on note

Xy = Xi7

S| =
-M=

i=1

sa moyenne de Césarro, ou moyenne empirique, si 1’on considere, par abus, X1, -- -, X, comme des observations d’un phénomene
aléatoire.

Loi forte des grands nombres de Kolmogorov-Khintchine [0, p. 113]. Soir (X;);>1 une suite de v.a. a valeurs dans R,
supposées indépendantes et de méme loi. Les 2 assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe m € R tel que X, "3 m ;

(ii) X; € L'(P).
Si (ii) est vérifiée, m = (X)) et la convergence a lieu dans L' (P).

On retrouve en statistique une application importante de la loi forte des grands nombres. Supposons que 1’on ait observé une
réalisation (xp,---,x,) de (X1, --,X,), i.e. pour une éventualité @, x; = X;(®). Une question fondamentale de la statistique est :
comment retrouver la loi, supposée commune, des v.a. a partir des observations xi,--- ,x, 7 Placons-nous dans le cas de v.a.r.,
afin de faire intervenir leur f.r. commune notée F. Si I’on a aucune idée de la loi de ces v.a.r., on peut chercher a I’estimer avec la
fonction de répartition empirique F,, définie pour chaque x € R par :

1 n
Fy(x) = . Y 1y
i=1

Laloi des grands nombres suggere que p.s. cette suite de fonctions converge vers F. En effet, d’apres le théoreme de Kolmogorov-

Khintchine, F,(x) PYF (x). Cependant, 1’ensemble de probabilité nulle sur lequel cette convergence n’a pas lieu dépend de x, et
x est dans un ensemble non dénombrable. On ne peut donc pas conclure directement a la convergence p.s. de F;, vers F, et ceci
quelque soit le mode de convergence. C’est 1’objet du résultat ci-dessous :

Théoréme de Glivenko-Cantelli [0, p. 116]. Avec les notations ci-dessus, on a :

sup |[F,(x) — F(x)] 2% 0.
xeR

Puisque la convergence ponctuelle des f.r. est un critere de convergence des lois associées, on déduit du théoréme de Glivenko-
Cantelli que :

P(ig&ig%{,)_l.
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C’est la version unidimensionnelle du théoreme fondamental de la Statistique.

Test de Kolmogorov-Smirnov. La statistigue issue du théoreme de Glivenko-Cantelli, sup g |F,(x) — F(x)], est libre, i.e. sa loi
ne dépend pas de laloi de X (cf [0, p. 119]). En effet, dans le cas simple ou F est inversible :

n

1 1
sup|F(x) —=F(x)| = sup|= Y liro)<r) —F (x)\ = sup |~} Lip(x)<y) — V|-
xeR xeR M ;5 yelo,1]' i =

Comme F(X;) ~ [0, 1] (cf section 2.2), la loi est libre : c’est la loi de Kolmogorov-Smirnov. Cette remarque est a I’origine du
test de Kolmogorov-Smirnov : on choisit une fonction F' qui semble représentative de la loi des observations ; si la statistique de
Glivenko-Cantelli, évaluée sur les observations, est dans une zone de forte probabilité pour la loi de Kolmogorov-Smirnov, on
décide que F est bien la f.r. des v.a.

6.2 LE THEOREME CENTRAL LIMITE

Le théoreme central limite vient en renfort de la loi des grands nombres, en ce sens qu’il en précise la vitesse de convergence.
Comme pour la loi des grands nombres, on en trouve de nombreuses versions. Les preuves reposent le plus souvent sur le
théoreme de P. Lévy (cf section 5.4).

Théoréme central limite [0, p. 325].Soit (X;)i>1 une suite de v.a. a valeurs dans R?, supposées indépendantes et de méme
loi de carré intégrable. Alors,

V(X —E(X1)) 2 Ny(0,V(X))).

Il est essentiel de comprendre pourquoi ce théoréme est "central” : sous réserve que les v.a. soient de carré intégrables et in-
dépendantes, la loi de leur somme est proche d’une loi gaussienne. C’est ce principe d’invariance qui confere a ce théoreme
un caractere central. L’ autre appellation de loi "normale"” pour désigner une loi gaussienne est donc amplement méritée ! La loi
limite étant libre, les applications de ce théoreme sont souvent de nature statistique, par exemple le théoreme de Pearson (cf [O,
p. 3261). Mentionnons ici d’autres types d’applications.

Calcul approché d’intégrales. On cherche une valeur approchée de

1= (x).f (x)dx,

Rdg

avec g, f : R? — R de produit Lebesgue-intégrable, et f une densité de probabilité. Un générateur aléatoire peut calculer une
réalisation d’une suite de v.a. indépendantes distribuées selon la densité f. Notons (X;);>; les v.a. dont ces réalisations sont issues.
On peut donc calculer une réalisation de la moyenne de Césarro :

La loi forte des grands nombres nous donne 7, s E(g(X;)) =1. Silaréalisation est dans 1’ensemble de probabilité 1 dans laquelle
cette convergence a lieu (ce a quoi on peut Iégitimement s’attendre ...), on a ainsi une approximation de /. Cependant, ce résultat
ne nous donne aucune information sur la précision de 1’approximation. Ici intervient le théoréme central limite. Supposons que

g(X1) € L*(P). Alors, \/n(l, — 1) =4 A(0,var(g(X1))). En utilisant la caractérisation de la convergence en loi via la fur. (cf
section 5.4), cela nous donne, pour chaque x > 0 :

Choisissons pour x une valeur de sorte que le terme de droite soit égal a « (proche de 1). L’intervalle

est un intervalle de confiance asymptotique au niveau ¢ pour la valeur de I, en ce sens que / a (asymptotiquement) o chances
de se trouver dans cet intervalle. L’inconvénient majeur de cette méthode est que I’intervalle dépend de la valeur de var(g(X;)),
qu’on ne sait a priori pas calculer. Son avantage est que la taille de 1’intervalle de confiance ne dépend pas de la dimension.
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Ruine du joueur (suite de la section 4.1). Pour chaque n, on a si s = max(a,b) :

<

_%)gp(‘% Vk <n.

P(T =) =P(ﬂ{Gn e{-a+1, ,b—l}}) SP(’%

Lorsque 1 — oo, le terme de droite tend vers P(|.#(0,1)| < s/v/k). En faisant ensuite tendre k vers co, on obtient P(T = co) =0,
i.e. p.s. le jeu a un nombre fini de tours.

s%)
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