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Chapitre 1

Processus de comptage

1.1 Modele stochastique a temps continu

Un phénomene aléatoire qui évolue dans le temps est modélisé par un pro-
cessus stochastique et une filtration. Un processus stochastique décrit 1’évo-
lution du phénomene en fonction du temps. Il est donc représenté par une
famille de variables aléatoires sur 1’espace probabilisé (Q,.27,[P), que nous
supposerons dans cet ouvrage a valeurs réelles, indexées par R, et écrit sous
la forme X = (X;);cr, . Une trajectoire de X est une fonction  — X;(®), pour
un @ € 2. Puis, une filtration exprime 1’information détenue a chaque instant
par le modélisateur. Cette information croit, donc une filtration est représentée
par une suite croissante de sous-tribus et écrite sous la forme .# = (F;);cr,
avec .Z; C .%; si 0 < s <t, car chaque tribu .%; recense I’ensemble de tous les
événements qui peuvent se produire avant ’instant € R ..

En pratique, la filtration contient plus d’information que le processus. Cette
propriété se traduit par le fait qu’a chaque instant r € R, la variable aléatoire
réelle X; est .%;-mesurable : on dit alors que le processus X est .% -adapté.
Lorsque seul le processus stochastique X est observé, I’information détenue
par le modélisateur est minimale : a chaque instant t € R, il ne dispose de
I’information sur X que jusqu’a I’instant 7 ; autrement dit, .%, = o(Xj,s <1t).
La filtration .7 = (%;),cRr, est alors appelée filtration naturelle associée a X.

Les filtrations (.%;),cr, seront toujours supposées complétées i.e. consti-
tuées de tribus qui contiennent tous les événements de probabilité nulle et
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continues a droire, i.e. pour chaque t € R :

T = Fr, st Fpe = (| T,
s>t

ce qui exprime le fait que I’information détenue par le modélisateur a chaque
instant est exactement 1’information du futur immédiat.

L’information passée €tant connue, un modele représenté par le proces-
sus stochastique X est raisonnablement continu a droite, c’est-a-dire que P-
presque toute trajectoire de X est continue a droite. Il ne s’agit cependant pas
de la seule configuration envisageable : si le processus X est une stratégie
de décision par exemple, le futur immédiat est alors fixé a I’avance ce qui
s’exprime par le fait que X est continue a gauche, au sens ou P-presque toute
trajectoire de X est continue a gauche.

1.2 Processus de comptage

Pour modéliser 1’évolution dans le temps des appels dans un central télépho-
nique, des émissions de particules radioactives ou bien des clients qui se sont
présentés devant un guichet jusqu’a un instant donné, on est amené a intro-
duire un processus stochastique n’évoluant que par sauts d’amplitude 1. Les
sauts du processus correspondent a des instants aléatoires ou se produisent
certains événements spécifiques qui sont, dans les exemples précédents, la ré-
ception d’un appel dans le central téléphonique, I’émission d’une particule
radioactive ou bien I’arrivée d’un client devant un guichet. Le modele adapté
est celui de processus de comptage.

Le saut en ¢t € Ry d’un processus continu a droite et pourvu de limites a
gauche (cadlag) X est noté

AX; =X, —X,-, avec X;,- = lim X;.

st 5<t

Rappelons ici que tout processus croissant et continu a droite admet alors une
limite a gauche en chaque instant, i.e. il est a trajectoires cadlag.

Définition 1.2.1. Un processus stochastique N = (N;),cr, est un processus
de comptage si p.s., ses trajectoires sont croissantes par saut d’amplitude
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1, continues a droites et nulles a l'instant 0. Autrement dit, un processus de
comptage N est caractérisé par les propriétés suivantes, avec probabilité I :
(i) No=0;
(ii) N est croissante, continue a droite et constante entre deux instants de
saut;
(ii) AN; € {0,1} pour toutt € R..

Dans la suite, N est un processus de comptage. Il peut étre représenté par
la suite de ses instants de sauts (7},),>; qui vérifie 0 < T} < Tp < --- p.s. Le
caractere strict de ces inégalités tient au fait que les sauts sont d’amplitude 1.
Pour chaque r € R, on a la représentation suivante :

N =Y 1T, <1}
n>1
La variable aléatoire 7, s’appelle n-eme instant d’arrivée ou de saut de N,
et I’accroissement 7,, — T,,_1 est son n-éme instant d’inter-arrivée ou d’inter-
saut, en adoptant la convention 7y = 0. On a la relation fondamentale :

N>neT,<t. (1.2.1)

L’exemple archétypique de processus de comptage est le processus de
Poisson homogene, i.e. le processus de comptage dont les inter-arrivées sont
indépendantes et de méme loi exponentielle. Dans une premiere approche, il
peut modéliser les arrivées de clients a un guichet, les désintégrations succes-
sives d’un composé radioactif... en admettant que les instants d’inter-arrivées
sont indépendants, de mé€me loi et sans mémoire, auquel cas leur loi est expo-
nentielle !

Connaitre le processus de comptage revient a connaitre la suite des instants
de sauts, comme I’indique la relation fondamentale (1.2.1). De ce fait, on peut
exprimer la filtration naturelle de N en fonction d’une tribu faisant intervenir
les instants de sauts successifs T} < Tr < ---.

Proposition 1.2.2. Soit .% la filtration naturelle de N, i.e. #; = 6(Ny,s <t)
pour toutt € R. Alors,

F=0(LNt,{T, =t};n>1).

1. Une variable aléatoire réelle Z vérifie 1’égalité des lois L(Z —t|Z > t) = L(Z) pour
tout r € R si, et seulement si elle est de loi exponentielle. L’interprétation de cette relation
est qu'un modele représenté par une telle loi « ne souvient pas d’avoir vieilli ».
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Preuve. Soit 7 > 0. Notons <, = o(T,, At,1{T, =t};n > 1). Tout d’abord, on
a. % C o car,pourtous 0 <s<retn>1:

{Ny=n} = {TWAt <s}\{Tr1 Nt <s}, et

{Ni=n} = (L=t} {TAt <t})\ ({Tpr =t} {To1 A1 < 1}).
De plus, o7 C .%; car,pourtous 0 <s <tetn>1:

{Tunt>s} = {T,>s}={N;<n}, et
{Ti=1} = {Ny=n}( [ {Noijp <n—1},

k>1

d’ou le résultat. [

Connaitre le processus de comptage N revient a connaitre la suite des ins-
tants de sauts, comme 1’indique la relation fondamentale (1.2.1). De ce fait,
on peut exprimer la loi de N; en fonction de celle des instants d’arrivées, ce
qu’exprime le résultat qui suit dans lequel F,, désigne la fonction de répartition
du n-eme instant de saut 7,.

Proposition 1.2.3. Soientn > 0ett € R.. Alors,
P(N; =n) = F,(t) — F41(2).
Preuve. 11 suffit d’observer que, d’apres (1.2.1) :
{Ne=n} ={Ne 2 np \{N; 2 n+ 1} = {T, <t} \{Thy1 <1}

Par suite,

d’ou le résultat. [

1.3 Loi de Poisson

Nous allons maintenant constater avec des arguments heuristiques, qu’« in-
évitablement », un processus de comptage est relié a la loi de Poisson. Nous
reviendrons avec des arguments rigoureux sur cette question dans le chapitre
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Dans la suite de cette section, N est un processus de comptage tel que
pour chaque s, > 0, le nombre de sauts dans les intervalles de temps [0, 5] et
s, t] sont indépendants 2. Considérons, de fagon trés abusive, que si # > 0 est
suffisamment petit, la variable aléatoire N, ; — N; ne prend pour valeurs que
0 et 1, autrement dit que le processus de comptage N n’a pas effectué plus
de un saut dans I'intervalle de temps |z,7 + h[. De ce fait, la probabilité qu’un
saut ait lieu entre les instants 7 et +hest A(r+h) —A(z), si A(s) = EN; pour
tout s € R. Notant, pour chaque n > 1, p, et g, les fonctions définies pour
s € R, par

pu(t) =P(N; =n) et q,(t) =P(N; <n),

on en déduit que

gn(t) —qn(t+h) = P(N, <n,Nyyp > n)

Pu(t)(A(t+h) = A(1)),

par indépendance des accroissements de N. En faisant tendre & vers 0, on
trouve donc I’équation différentielle

q,=—p.A', n>0.

Or, pn = qn — qn—1 pour tout n > 0, avec la convention g_; = 0. En particulier,
P = —poA’ d’ott pg = ™. Par récurrence,

p;f; = (pnfl _Pn)A/,vn > 1.

En particulier,
/
(pne’)" = pp_1e®A’,

soit, comme p,(0) =0

t
palt) =0 [ p ()M DA (s, V1 € R

2. Nous parlerons dans la suite d’accroissements indépendants.
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Sachant que po = ¢, une récurrence montre alors que pour tout r € R,
AQ)"
—A
pa(t) =e " n

¢’est-a-dire que N; ~ P(A(¢)). Ces arguments heuristiques mettent en lumiere
le fait que le caractere « poissonien » de la loi, a chaque instant fixé, d’un
processus de comptage a accroissements indépendants est, d’une certaine ma-
niére, inévitable.



Chapitre 2

Intensité

2.1 Martingale a temps continu

Comme en théorie générale des processus stochastiques, le concept de martin-
gale occupe une position de premier plan dans I’étude des processus de comp-
tage. Dans cette section, nous poursuivons donc par des définitions classiques
de la théorie des processus. 1l s’agit d’adaptations de notions introduites dans
le cas discret, avec les mémes interprétations.

Définition 2.1.1. Soit M un processus stochastique et ¥ une filtration. On
dit que M est une martingale relativement a % si M est ¥ -adapté et si, pour
tous 0<s<t, M, e L! et

E(M,|7,) = M,.

Toute martingale M admet une modification continue a droite et pourvue de
limites a gauche (cadlag) qui soit de surcroit une martingale, i.e. il existe une
martingale M’ définie sur le méme espace probabilisé et telle que P-presque
toute trajectoire de M’ est cadlag et pour tout t € Ry, M; = M| p.s. De ce
fait, en considérant cette modification cadlag -ce que nous ferons implicite-
ment dans tout cet ouvrage- une martingale possede, en plus des propriétés
stochastiques décrites dans la définition ci-dessus, des propriétés analytiques
sur lesquelles nous pourrons nous appuyer.

Définition 2.1.2. Un temps d’arrét pour la filtration .% est une variable aléa-
toire T a valeurs dans R U{eo} telle que pour toutt e Ry, {1 <t} € .%.

9
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L’idée contenue dans cette définition est qu’un tel temps aléatoire suit
I’évolution de I’'information détenue par le modélisateur. Comme dans le cas
du temps discret, on notera que la somme, le maximum et le minimum de
deux temps d’arrét est encore un temps d’arrét. L’exemple typique de temps
d’arrét est le premier instant d’entrée dans un borélien : si M est un processus
stochastique cadlag et B C R est un borélien, le premier instant d’entrée de M
dans B, i.e.

T=inf{r >0 : M, € B}

avec la convention inf() = oo, est un temps d’arrét pour toute filtration qui
adapte M.

Proposition 2.1.3. Soit T un temps d’arrét relatif a la filtration .F et
Fre={A € o tel que AN{T <t} € F pourtoutt € Ry}.
Alors, F est une tribu, appelée tribu des événements antérieurs a T.

Si les deux temps d’arréts o et T sont ordonnés au sens olt 0 < T p.s., on
vérifie comme dans le cas du temps discret que %5 C 7.

Soient, pour la filtration .%, T un temps d’arrét et X un processus adapté.
La valeur en 7 du processus X est notée X;. Elle représente plus précisément
I’application définie pour tout @ € {7 < oo} par X;(®) = X;(w), si 7(w) =1.
Néanmoins, X; n’est pas nécessairement une variable aléatoire, sauf si X
continu a droite ou continu 2 gauche !, auquel cas elle est de surcroit .%;-
mesurable.

Dans la suite, on se donne une filtration .%. Un processus adapté ou un
temps d’arrét le seront implicitement pour .7 .

Théoreme 2.1.4. (THEOREME D’ ARRET) Soient M une martingale et G, T
deux temps d’arréts tels que ¢ < T p.s. Alors, on a E(M;|.%s) = M dans
chacun des deux cas suivants :

(i) la famille {M;,t € R} est uniformément intégrable ;

(ii) T est borné.

1. Plus généralement, X est une variable aléatoire lorsque X est progressivement mesu-
rable, i.e. pour tout r € R, I'application 2 x [0,7] 3 (®,s) — X;(®) est mesurable.
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En particulier, si M est une martingale et T est un temps d’arrét, les deux
pour la méme filtration, alors le processus arrété M*, défini pour chaque
t € Ry par Mf = M, est une martingale.

En regle générale, le concept strict de martingale est restrictif. Pour la suite,
on lui préférera la notion plus générale décrite ci-dessous.

Définition 2.1.5. Soit M un processus cadlag et adapté. On dit que M est une
martingale locale s’il existe une suite de temps d’arréts (T,),>1 tels que :

(i) (Tn)n>1 est une suite croissante vérifiant lim,_,e. T, = oo p.s.

(ii) pour tout n > 1, M™ est une martingale.

Avec les notations de cette définition, on dit habituellement que la suite de
temps d’arréts (7,),>1 est une suite localisante pour la martingale locale M.
Si une martingale est une martingale locale d’apres le théoreme d’arrét, la ré-
ciproque est évidemment fausse. Le résultat suivant, qui est une conséquence
immédiate du théoreme d’arrét (théoreme 2.1.4), précise le lien entre les deux
notions.

Proposition 2.1.6. Soit M = (M;);cr, une martingale locale. Alors, M est
une martingale si, et seulement si, pour tout r > 0, la famille {M;, T temps
d’arrét borné par r} est uniformément intégrable.

Mentionnons enfin un résultat spécifique aux martingales locales positives.

Proposition 2.1.7. Si M = (M;),cr . est une martingale locale positive telle
que EMy = EM; < oo pour tout t € R, alors M est une martingale .

Preuve. Remarquons au préalable que si (7,),>1 est une suite localisante pour
M, alors pour tous 0 < s < ¢, on a p.s., d’apres le théoreme d’arrét (théoreme
2.1.4) et le lemme de Fatou :

M = lim M]" = lim E[M/"

n—oo n—oo

F| > E[M,|.7],

car M; > 0 p.s. En particulier, EM; < EM, d’ou, puisque EMy = EM; par
hypothese,
E|\M; —E[M;|.%]| = EM; —EM, < 0.

De ce fait, on a pour tout 0 < s <1, My = E[M;|.%;] p.s. ce qui entraine que M
est une martingale. []
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2.2 Processus prévisible

Un processus a temps discret X = (Xj,) e est prévisible pour la filtration
F = (Zn)nen si 'information a tout instant n est suffisante pour retrouver la
valeur du processus a I’instant n+ 1 ; autrement dit, si X,,1 | est .%,-mesurable.
Cependant, cette définition ne s’exporte pas directement au cas des processus
a temps continu.

Sans perdre de vue cette idée, nous allons donc procéder a des aménage-
ments en vue de définir le concept de prévisibilité pour un processus a temps
continu.

Définition 2.2.1. (i) Latribu prévisible pour la filtration .7, notée P (F ),
est la tribu sur X R qui est engendrée par les processus continus a
gauche et adaptés a F .

(ii) Un processus stochastique X a temps continu est dit prévisible si [’ap-
plication (o,t) — X;(®) est mesurable par rapport a P (.F).

L’idée fondamentale exprimée dans cette définition est que chaque proces-
sus adapté et continu a gauche est prévisible, au sens premier du terme, car la
continuité a gauche permet de prévoir le futur immédiat. Dans la suite, sauf
mention explicite du contraire, un processus sera prévisible par rapport a la
filtration naturelle du processus étudié.

Tout processus déterministe est prévisible. Par ailleurs, un des exemples
de processus prévisible le plus courant est construit a partir d’un processus
cadlag et adapté X. Il s’agit du processus X~ défini pour chaque r € R par

X =X,-= lim X
s, s<t
qui est, en tant que processus adapté et continu a gauche, un processus prévi-
sible. Mais il ne faut pas croire pour autant que tout processus prévisible est
continu a gauche. En effet, soit & une variable aléatoire réelle et .% la filtra-
tion définie pour chaque t € R par .%, = 6 ({X <t},t € R} }. Fixons s > 0
et notons X le processus tel que X; = 1{& +s >t} pourt € Ry. Alors X est
continu a droite, mais comme p.s.

1
X,:lim1{§+” szz},
A n
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X est aussi limite d’une suite de processus adaptés et continus a gauche. Par
suite, X est prévisible pour la filtration .% .

2.3 Intégrale stochastique

Si X est un processus p.s. a variations bornées et H est un processus stochas-
tique, on peut donner p.s. un sens au processus H.X défini pour tout r € Ry
par

t
HX, = / H,dX,
0

en tant qu’intégrale de Stieltjes, dés lors que H € 1.!(]0,¢],dX) p.s. En outre,
par construction de I’intégrale de Stieltjes, le processus H.X est continu a
droite si X I’est, et adapté si X et H le sont pour la méme filtration, H étant de
surcroit prévisible 2.

Le probleme naturel dans le contexte présent est de savoir si H.M est une
martingale lorsque M est une martingale. En général, la réponse est non. Par
exemple, dans le cas out M est définie par M, =0 pourt € [0, 1[etM; =Zsit >
1, avec Z une variable aléatoire centrée et de carré intégrable, on vérifie que M
est une martingale. Or, M.M n’est pas une martingale car M.M; =0sit € [0, 1]
et M.M, = Z? si t > 1. En revanche, le processus M~ .M est une martingale,
ce qui nous indique quel type d’hypothese I'intégrand doit satisfaire.

Théoreme 2.3.1. Soient M une martingale locale localement a variation inté-
grable et H un processus prévisible tel que H € L' ([0,¢],dM) p.s. et pour tout
t € R;. Alors, H.M est une martingale locale, qui est en outre une martingale
lorsque M [’est et

t
E/ |Hy||dM| < oo pour tout t € R
0

Preuve. On se contente de prouver la derniere propriété. Notons .# la fil-
tration qui adapte M, et pour laquelle H est prévisible. Supposons dans un

2. Sur la question de I’adaptation de l’intégrale de Stieltjes, on notera que 1’adapta-
tion seule des processus n’est pas suffisante, puisque c’est la mesurabilité des applications
(,s) — Hy(®) sur Q x [0,7] qui est requise. La condition de prévisibilité assure que cette
propriété est vérifiée.
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premier temps que H est borné et élémentaire, i.e.
H; = H,, pourt €]tj,ti11],

ou0=1 <t <--- <tyetH, est.#,-mesurable. Comme M est une martin-
gale,
E [H[i (Mt _Ml‘i) |JOZ[J =0 pour t e]ti,tH_]],

ce qui entraine que H.M est une martingale, car pour tous s < ¢ :

t n
E[ /O HAM,| 7] = E[Y H,(M,., —M,)|7]

i=0
S
= / H,dM,.
0

Considérons maintenant le cas ou H est continu a gauche et borné. Pour tout
n > 1, on note H () 1e processus défini par

2" = Hyjpn lorsque k27" <t < (k+1)27".

La suite (H (n))nzl est alors une suite de processus élémentaires, bornés et
continus a gauche telle que, avec probabilité 1 :

lim Ht(") = H; pour toutt > 0.

n—oo

D’apres le théoreme de convergence dominée, on a avec probabilité 1 :

lim H™ .M; = H.M, pour tout ¢t > 0.

n—oo

Par ailleurs, nous avons établit que H" .M est une martingale. En consé-
quence, H.M est une martingale.

Afin d’étendre ce résultat au cas des processus H bornés et prévisibles,
introduisons 1’ensemble

I = {H borné et prévisible tel que H.M est une martingale}.

Nous venons de montrer que .7Z” contient tous les processus bornés, adaptés et
continus a gauche. De plus, par convergence monotone, si (H ("))nzl est une
suite croissante d’éléments de .77 qui converge vers un processus borné H,
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alors H € 7. D’apres le théoreme des classes monotones, .7 contient donc
tous les processus bornés et prévisibles.

Enfin, considérons le cas ot H est prévisible tel que E [ |Hy|dV (M), < oo
pour tout # € R . Pour simplifier, on suppose que H est a valeurs positives.
Pour r > 0, soit 7, le temps d’arrét défini par 7, = inf{s > 0 : H; > r} et
H" le processus défini par H,T’ = H,n1.. Comme Hr est borné et prévisible,
H'r .M est une martingale. De plus, 7, * oo lorsque 7 /oo d’ot1 I’on déduit,
en remarquant que H'7.M, = H.Mint,, que p.s. :

lim H".M, = H.M, pour tout ¢ > 0.

r,/teo

De plus, pour tout# > 0 :
t
HT M| < /0 |Hy||dM,].

Le majorant étant intégrable par hypothese, H.M est une martingale d’apres
le théoréme de convergence dominée. []

Le résultat qui suit constitue, sous une forme plus générale, la pierre angu-
laire du calcul stochastique. Il porte le nom d’isométrie d’It6.

Théoreme 2.3.2. Soient M une martingale locale localement a variation inté-
grable, H un processus prévisible tel que pour toutt € R, H € .'([0,¢],dM)
p.s. et A : Ry — Ry une fonction croissante telle que M* — A est une martin-
gale. Alors

t
RE(H.M,)? = / EH?dA,Vt € R,
0
sous réserve que la derniere intégrale soit finie.

Preuve. Soit .# la filtration sous-jacente. Comme dans le théoreme précédent,
il suffit d’établir ce résultat lorsque H est élémentaire, i.e.
n—1
H=) Zily ),
i=0
avec0 =1 <t <---<t,=tetpourchaquei=0,--- ,n—1, Z; est bornée et
F;-mesurable. Dans ce cas,

n—1
E(H-Mt)z = Z EZiZ(MtiJrl _Mti)2+ Z EZiZj(Mli+1 _Mti)(Mtj+1 _Mtj)'
i=0 0<i#j<n—1
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Or, lorsque i < j, par hypothese sur Z; et Z; :

EZiZj<Mtj+1 _M[i)(Mtj+1 _Mtj) - EZIZJ(MtHrl _Mti)E(Mtj+1 _M[j‘y[i)
0,

puisque M est une martingale. Par ailleurs, pour touti =0,--- ,n—1:

EZ} (M, —M,)* = EZ}E((M,,, —M,)*|%,)
EZ} (E(MZ,|F:,) — M})
= EZ?(AHH _Ati)7

car M? — A est une martingale. Par suite,
t
E(H.M,)?* = / E H?dA;,
0

d’ou le résultat. [

2.4 Compensateur et intensité

Nous cherchons dans cette section des outils afin de décrire la dynamique
d’un processus de comptage N. Supposons pour cela qu’il existe un processus
prévisible a variation bornée A tel que N — A soit une martingale. De ma-
niere heuristique, si .%# désigne la filtration naturelle de N, d(N —A); est un
accroissement de martingale d’oli, comme A est prévisible :

E(dN;|#,-) = dA,, (2.4.1)

avec .Z,- = 0(Us<1-Z5). De cette relation, on tire I’interprétation suivante du
processus A, ou plutdt de la mesure dA : elle représente, en moyenne condi-
tionnelle, la variation du nombre de sauts du processus de comptage. 11 s’ agit
d’une caractéristique essentielle de la dynamique de N, qui justifie la défini-
tion qui suit.

Définition 2.4.1. Soit N un processus de comptage. On appelle compensateur
de N un processus croissant, continu a droite et prévisible A tel que N — A est
une martingale locale.
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La terminologie de compensateur tire son origine du fait qu’il stabilise,
ou compense le processus de renouvellement, en extrayant sa partie non-
martingale. A titre d’information, mentionnons le théoréme de décomposi-
tion de Doob-Meyer —dont nous ne ferons pas usage dans ce livre—, qui assure
I’existence et I’unicité du compensateur.

Examinons sur un processus simple de quelle maniere on peut calculer le
compensateur.

Proposition 2.4.2. Soit X une variable aléatoire strictement positive de fonc-
tion de répartition F, et a la fonction définie pour tout t € R par

tdF
alt) = / _dFls)
0o l—F(s7)
Le processus (a(t NX))cr, est le compensateur du processus (1{X <t});cr,
pour la filtration .7 définie pour chaque t € Ry par F = c({X < s},s <t).

Preuve. D’aprés le théoreme 9.3.1, il existe une suite (ay),>1 de fonctions
continues a gauche telle que (a,),> converge ponctuellement vers a sur I’in-
tervalle [0, v, ol

v=inf{r >0 : a(t) = }.

Observons que pour toutt € Ry, X At <X < Vv p.s. car, d’apres le théoreme

de Fubini : X gqF P(X
e >
E/ i:/ (—_s)dF(s):l.
0o 1—F(s) o 1—F(s7)

Or, en suivant les arguments de la preuve de la proposition 1.2.2, on montre
que .Z; = o (1{X =1t},X At). Ceci permet de déduire que a(- AX) est un
processus prévisible, en tant que limite de la suite de processus adaptés et
continus a gauche (a,(- AX))n>1.

Il reste 2 montrer que le processus (1{X <t} —a(t AX)),cr, estune mar-
tingale. Pour tous 0 <s <tet o : R? — R borélienne bornée,

E@(Z;)(a(t AX) —a(s NX)) = E@(Z;) (1{X <1} —1{X <s}),
ol I’on a noté Z; = (X As,1{X = s5}). Or,

]E(p(ZS)(a(t AX)—al(s /\X)) = (p(s,O)E(a(X) —a(s))l{s <X <t}
+¢(5,0) (a(t) —a(s))P(X >1) (2.4.2)
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Calculons I’avant-dernier terme de cette égalité. D apres le théoréme de Fu-
bini :

E(a(X)—a(s){s<X <t} = E/X dF 1{s<X<t}

= E/ 1{u<X<t}

Avec (2.4.2), on trouve

EQ(Z)(a(t AX)—a(sAX)) = @(s,0)(F(t)—F(s))
= E(Z)(H{X <1} -1{X <s}),

d’ou le résultat annongé. [

Définition 2.4.3. Soit N un processus de comptage et A son compensateur.
Si P-presque toute trajectoire de A est absolument continue, la dérivée de A
s’appelle I’intensité de N.

Sous réserve d’existence, 1’intensité du processus de comptage N est notée
A. 11 s’agit donc d’un processus prévisible, p.s. localement intégrable et a
valeurs positives, et tel que le processus

(N, — /Ot 7L(s)ds>t€]R+

est une martingale locale. En poursuivant selon I’heuristique (2.4.1), on trouve
la relation

P(dN, = 11.%,-) = A(1)dr,

c’est-a-dire que A représente 1’intensité conditionnelle des sauts de N ou, en
d’autres termes, la moyenne conditionnelle du nombre de sauts par unité de
temps. En particulier, I’intensité est nulle sur tous les instants de saut d’un
processus de comptage, comme le montre le résultat qui suit.
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Proposition 2.4.4. Soit N un processus de comptage d’intensité A et d’ins-
tants de sauts (T,)n>1 tel que N; + [} Asds est intégrable pour tout t € R..
Alors, sin> 1, ona A, > 0 p.s. sur {T,, < oo}.

En particulier, pour un tel processus de comptage, les intégrales de Stieltjes

du type
Ni

[ ot)an = ¥ o)

i=1

existent donc p.s., et ceci méme si ¢(0) n’est pas défini.

Preuve. D’apres la proposition 2.1.7, N — [, A,ds est une martingale, qui est
de surcroit a variation localement intégrable. Par suite, le processus prévisible
H défini pour tout t € R par

H[ - l{l[ - O,Tn_l <t S Tn}

vérifie, en vertu du théoreme 2.3.1 :
t
EH.N, = / HyAsds = 0.
0

Il suffit maintenant d’observer que, d’apres le théoreme de Fubini,

Ny
EHN;, = EY 1{A;; =0T, <T; < T, < oo}
i=1
— P(A{Tn — 0, Tn < OO)’

pour en déduire le résultat annongé. [

2.5 Changement de probabilité

Ayant observé une trajectoire x = (x(¢));er, d’un processus de comptage, le
modélisateur souhaitant connaitre la loi du processus dont cette trajectoire
est issue est amené a introduire un modele statistique représentant 1’expé-
rience aléatoire. Il s’agit d’'un ensemble de probabilités paramétrées du type
{Pg, 0 € O}, ou chaque Py est une probabilité sur I’ensemble des trajectoires
des processus de comptage et ® est I’espace des parametres.
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Trouver les valeurs de 8 € @ qui s’ajustent le mieux a la trajectoire ob-
servée releve de la statistique. Une méthode générale pour cela est de procé-
der par maximisation de la vraisemblance. Cette stratégie d’estimation s’ap-
puie sur I’existence d’une mesure dominante, ¢’est-a-dire une mesure o-finie
u telle que pour tout 8 € ®, Py est absolument continue par rapport a (.
L’idée est alors de prendre pour estimateur un des parametres du modele
qui maximise la probabilité de la trajectoire observée x, i.e. qui maximise
argmaxgcg Ly(x;0), out L,(.;0) est une version de la densité de Radon-
Nikodym de Py par rapport a u. Il faut néanmoins insister sur le fait que
cette méthode intuitive ne garantit certainement pas que I’estimateur qui en
résulte ait des propriétés statistiques intéressantes.

Pour les processus stochastiques en temps continu, un outil de construction
de la mesure dominante est fournit par le théoréme de Girsanov, qui fait I’objet
de cette section. Dans cet énoncé, les processus et les filtrations sont définis
sur ’intervalle de temps borné [0, T].

Théoreme 2.5.1. (GIRSANOV) Soient N un processus de comptage adapté a
la filtration .F et d’intensité A, h un processus prévisible tel que hy > —1 pour
chaque t € Ry, et L le processus défini par

LO =1let st = Ltfht(dNt —A{dt), Vt S T.

Supposons que ELy = 1 et notons Q la probabilité sur Fr telle que dQ =
LydP. Alors, sous Q, Uintensité de N est A(1+ h).

Ce théoréme est un outil indispensable pour aborder le probleme statis-
tique évoqué plus haut car, comme nous allons le constater dans le chapitre
suivant, un processus de Poisson homogene est entierement caractérisé par
une propriété de martingale.

Preuve. Pour simplifier la preuve, supposons que % et A sont adaptés et conti-
nus a gauche, ’extension au cas général se menant comme dans la preuve
du théoreme 2.3.1. Au préalable, remarquons que L est une martingale lo-
cale d’apres le théoreme 2.3.1, et le théoreme 9.1.3 montre que L; > 0 p.s. et
pour tout € Ry. Comme Lo =1 et EL7 = 1 par hypothese, L est donc une
martingale (cf. proposition 2.1.7).
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Puis, d’apreés la formule d’intégration par partie pour les intégrales de
Stieltjes, on a pour toutt < T :

t 1
LN, = / L, dN,+ / Ny-dL+ ) AL,AN;
0 0

s<t

t 1 !

= / L,-dN,+ / Ny-dL,+ / Ly hydN,
0 0 0
t t

_ /()Ls(1+hs)st+/0Ndes,

par définition de L et car (AN;)?> = AN, puisque N est un processus de comp-
tage. De plus, si A est le processus prévisible défini par

A :/[/IS(H—hS)ds,
0

on obtient avec le méme argument
t t
LIAI = / Lsf dAs + / ASdLs
0 0

1 t
_ /Ls/ls(1+hs)ds+/Ades.
0 0

Par suite,
t t
Li(Ni —A) = /0 Ly (14 hy) (dNy — Asds) + /0 (Ny- —Ag)dLg,  (2.5.1)

ce qui montre, d’apres le théoreme 2.3.1, que le processus L(N — A) est une
martingale locale. Soient (0,,),>1 une suite localisante L(N — A) et, pour tout
n>1:

G,’l:inf{th Ar > nou NV Zn},

avec la convention habituelle inf@ = oo. La suite de temps d’arréts (7,),>1
définie pour tout n > 1 par 7, = 0, A 0, est une suite localisante pour L(N —
A), et telle que Ny, et Az, sont p.s. majorés par n car N est une processus de
comptage et A est continu.

On note désormais M = N — A. L’objectif est de montrer que M est une
martingale locale pour la probabilit¢ Q. Si Eg désigne I’espérance sous la
probabilité Q,onapour 0 <s <t <TetA e .%:

EoM;"14 = ELyM["14 = EL,M;"1,,
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car L est une martingale. L’argumentation qui suit repose sur la décomposi-
tion :
LM = (LM){" + My, (L; — Lg,)1{7, <1}.

Or, M7, est bornée par 2n et M, et T, sont .%; -mesurables. Par suite,
EMTn (L[ _L’Fn)l{fn S t} - Eanl{Tn S I}E[L[ _LTn |9¢n] == 0,

d’apres le théoreme d’arrét (théoréme 2.1.4). Comme A € .Z; et (T,),>1 est
une suite localisante pour la martingale locale LM, on a donc

EoM"14 = E(LM){"14 = E(LM)14.
En reprenant les arguments qui précedent, on obtient successivement
EoM"14 = ELM14 = ELyM714 = EqgM[" 14,

ce qui montre que, sous la probabilité Q, le processus M est une martingale
locale, autrement dit que A (1 + ) est I'intensité de N sous Q. [J



Chapitre 3

Accroissements

3.1 Modélisation basée sur les accroissements

Dans la construction d’un modele de processus de comptage N = (N;);cRr., ,
divers choix d’hypotheses nous sont offerts. Parmi ces choix, la connaissance
et I’observation du phénomene guide vers le jeu d’hypothese le plus adé-
quat. Deux types d’hypotheses, qui peuvent éventuellement se rejoindre, se
dégagent :

(1) On peut dans un premier temps imposer des hypotheses sur les instants
de saut (7;,),>1 du processus N, par exemple considérer que la suite des
inter-arrivées est une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi. C’est le cas pour les processus de renouvellement.

(2) Une autre possibilité est d’imposer des conditions sur les accroisse-
ments du processus N, i.e. sur les variables aléatoires N; — Ny pour 0 <
s <t qui comptent le nombre de sauts de N dans I’intervalle de temps
|s,2]. Ceci mene a la famille des processus de Poisson, qui elle-méme
ouvre la voie vers bien d’autres types de modeles (processus de Cox, de
Hawkes...).

L’ objectif de cette section est de présenter des conditions portant sur les ac-
croissements du processus. Ces conditions ne sont pas liées au cas particulier
des processus de comptage.

23
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Définition 3.1.1. Un processus stochastique X = (X;);cr, est a accroisse-
ments stationnaires si, pour tous 0 < s <,

X, — X, ~ X,

Pour un processus de comptage a accroissements stationnaires, la loi du
nombre de sauts dans un intervalle de temps donné ne dépend donc que de
la longueur de I’intervalle. Il s’agit d’une hypotheése qui contraint considéra-
blement le modele. Dans ce sens, on peut notamment remarquer que si N est
un processus de comptage a accroissements stationnaires et tel que EN, < oo
pour toutr € R, il existe o € R tel que EN; = at pour tout r € R, . En effet,
pour tous s, € R,

]ENS+[ - E(Ns+[ —Ns) +ENS - ]EN[ +]ENS

La fonction ¢ — EN;, qui est croissante, est donc de plus additive, ¢’est-a-dire
solution de I’équation fonctionnelle de Cauchy, d’ou le résultat.

Définition 3.1.2. Un processus stochastique X = (X;);cr, est a accroisse-
ments indépendants si, pour tous 0 < s < t,

X, —X; 1L o(X,,u<s).

Pour un processus de comptage a accroissements stationnaires, la loi du
nombre de sauts dans un intervalle de temps donné est indépendante de tout
le passé du processus, jusqu’au premier instant de 1’intervalle de temps.

Proposition 3.1.3. Un processus stochastique cadlag X = (X;);cr, est a ac-
croissements indépendants si, et seulement si, pour tous n > 1 et tg = 0 <
t < - <ty les accroissements X;, —X; .-, Xy, — Xy, sont des variables
aléatoires indépendantes.

Preuve. La propriété indiquée est clairement vérifiée dés que X est a ac-
croissements indépendants. Pour établir la réciproque, fixons 0 < s < t. Pour
tous n € Net 0 =59 <51 <--- <y, les variables aléatoires X; — X;, X;, —
X;, |, X5, — Xy, sont alors indépendantes. De ce fait, X; — X; est indépen-
dant du n-uple (X;,,---,Xj,). La tribu o(X,,u < s) étant engendrée par les
vecteurs aléatoires de ce type, le résultat découle alors du théoreme des classes
monotones. []
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Dans le cas particulier des processus de comptage, I’indépendance des
accroissements porte des renseignements sur la probabilité qu’il prenne de
grandes valeurs en chaque instant, comme 1’atteste le résultat ci-dessous.

Proposition 3.1.4. Soit N = (N;);cr un processus de comptage a accrois-
sements indépendants. Alors, pour tout t € Ry, N; posséde un moment expo-
nentiel, i.e. il existe p > 0 tel que F.ePNt < oo,

Preuve. Notons 0 =Ty < 71 < T < --- les instants de sauts successifs de N,
F la fonction de répartition de 7} et

t=inf{r e Ry : F(r)=1}.

1l suffit de montrer que pour chaque < t,, il existe p > 0 tel que EePVN <
oo, en considérant le cas échéant le processus de comptage a accroissements
indépendants (N; — N, );>r, -

Supposons tout d’abord que ¢ < t,. Comme 7} < Tjy 1,

P(Tir1 <t) = Elyg, <<
= EP(Tir1 <t|Ti)lig<n- (3.1.1)

Or, par indépendance des accroissements, on a pour tout s <7 :

P(Tir1 >t|Ty=s) = PN, <k|Ny=k,Ny- =k—1)
= P(N,—N;=0|N;=k,N- =k—1)
Par suite, en notant F = 1 — F, on trouve :
P(Txr1 >t|Ty =s) = P(N,—N;=0|N;=0)
= P(N; =0|N; =0)
(Tl > t|T1 > S)

D’apres (3.1.1), il vient

P(Tysy <1) :IE<1 -
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d’ol on déduit que pour tout k > 1 :
P(T <1) < F().

Pour conclure, il suffit d’observer que F(f) < 1 car t < 1, et donc, si p <
—InF (1),

Y PPN, > k) = Y PP(T < 1) < Y HPTINFI) < oo
k k k

donc N; possede un moment exponentiel des que ¢ < t,.

Afin d’établir la propriété pour N, , on montre tout d’abord avec les ar-
guments ci-dessus que N,- possede un moment exponentiel. Puis, puisque
N, <N,-+1p.s., on en déduit que N,, possede aussi un moment exponentiel.
O

3.2 Compensateur et loi

Nous venons de constater que la seule hypothese d’accroissements indépen-
dants porte de nombreuses informations sur le processus. On peut alors com-
pléter le résultat précédent jusqu’a préciser sa loi en chaque instant, en se
basant sur des arguments de type martingale.

Rappelons que la notation £(F) désigne 1’exponentielle de Doléans de la
fonction F' : Ry — R supposée cadlag et a variation bornée (cf théoreme
9.1.3).

Théoréme 3.2.1. Soit N = (N;);cr, un processus de comptage. Alors, N
est a accroissements indépendants si, et seulement si son compensateur est
déterministe. Dans ce cas, la fonction caractéristique de N; est telle que

Ee™™ =£((e*—1)A), x€R,

t

ou A est le compensateur de N, i.e. A(t) = EN,.

On notera en particulier que, avec les notations et hypotheses du théoreme
précédent, pour tous x € R et 0 < s <t, par indépendance des accroissements

de N:
EeixN, — Eeix(Nths)Eeist
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d’ou la fonction caractéristique de 1’accroissement N; — N :
ix(N;—Ny) _ ' ' -1
Ee™M—M) = £((e* — 1)A) E((e* —1)A) .
Lorsque le compensateur A est continu,

FeX(Ni=Ns) _ e(A(t)—A(s))(eix_l)

c’est-a-dire que N; — Ny ~ P(A(t) — A(s)), retrouvant ainsi avec des argu-

ments non heuristiques le résultat de la section 1.3.

Preuve. Dans la suite, .# désigne la filtration naturelle de N. Si N est a ac-
croissements indépendants, pour tous 0 < s <t :

E(NI_A(ZHES) = E<M_Ns|ﬁs)+Ns_A(t)
— E(Nt_Nv)+Ns_A(t)
NS—A(S)7

donc N — A est une martingale et le compensateur de N est déterministe.
Pour la réciproque, fixons s > 0, A € .%; et considérons le processus (Z; );>s
tel que
Z; = lAe’.x(N’_NS)7 vVt > s.

Comme N est un processus 2 variation finie et la fonction z € R > €% est de
classe €, on apourt >s:

dZ, = AZ, = e ™% (eix(Nr*H) — e""Nt*)dNt
= Z- (eix —1)dN;.
Or, Z; =14,d ol
Z =1+ (eix_ 1) /tZu—dA(u) I (eiX_ 1) /tzu_d[Nu —A(u)], Vt >s.
s s
Comme N — A est une martingale, I’intégrale stochastique

([ 2 avu-aw))

est aussi une martingale d’apres le théoreme 2.3.1. On en déduit que
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D’apres le théoreme 9.1.3, il existe une fonction f telle que EZ, =P(A) f (s,1),
ou f est une fonction qui ne dépend pas de A. En prenant A = €2, on trouve
f(s,1) = Ee*MNi=N) @ on

Bl NN = p(A)EeHNi—N)

pour tout ¢ > s, ce qui entraine que N; — Ny est indépendant de tout A € .%;.
Le processus N est donc a accroissements indépendants.
Enfin, en considérant la relation (3.2.1) avec s =0 et A = €2, on trouve
grace au théoreme 9.1.3 :
eV — £((e* ~1)A)

t’

d’ou la fonction caractéristique de N;. L]



Chapitre 4

Processus de renouvellement

4.1 Inter-arrivées indépendantes

Un processus de renouvellement a pour fonction de dénombrer les occur-
rences d’un phénomene donné, lorsque les délais entre deux occurrences consé-
cutives sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées. Il peut s’agir de compter le nombre de pannes d’un matériel électro-
nique en théorie de la fiabilité (le matériel est alors renouvelé apres chaque
panne, d’ou la dénomination), de dénombrer les arrivées de clients dans une
file d’attente, de recenser les occurrence d’un sinistre pour une compagnie
d’assurance...

Définition 4.1.1. Un processus de comptage dont la suite des inter-arrivées
forme une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées s’appelle processus de renouvellement.

Du point de vue de la modélisation, il est nécessaire de valider au préalable
I’usage d’un tel processus stochastique avec des test d’indépendance, comme
le test du 2 d’indépendance, et des tests d’adéquation 2 une loi donnée, par
exemple le test du 2 d’adéquation ou le test de Kolmogorov-Smirnoyv.

Dans la suite de ce chapitre, N est un processus de renouvellement et
(T)n>0 est la suite des instants d’arrivées, en convenant que 7p = 0. De plus,
X, =T, —T,_1 désigne le n-eme instant d’arrivée et X est une variable aléa-
toire de méme loi que X ; noter que par définition d’un processus de comp-
tage, P(X = 0) = 0. Enfin, F, désigne la fonction de répartition de la variable

29
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aléatoire 7, et F = F| désigne celle de T} = X].

Proposition 4.1.2. Soientn > 0ett € R. Alors,

t
Fpoi(t) = /0 Fy(t —s)dF (s).
Preuve. La relation s’obtient par conditionnement, en remarquant que puisque
Ti1=T,+X,11etT, 1L X, 1,onapourtout 0 <s<t:
P(Tn+1 S t’Xn+1 = S) = P(Tn S t —S) = Fn(t —S),

et 0 lorsque s > ¢. Par suite,

t
Fpot (1) = EP(Typ1 < 1|Xop1) = /O Fot —s5)dF (s),
car X,,+1 admet F pour fonction de répartition. []

On rappelle la relation fondamentale des processus de comptage :
N>neT,<t.

De ce fait, pour tout ¢ € R, la variable aléatoire N; 4 1 est un temps d’arrét
pour la filtration naturelle associée aux inter-arrivées, car sin > 1 :

{Ni+1=n}={T,_ <t}\{T, <t} e o(Xy, -, Xn). 4.1.1)
La propriété qui suit en est une conséquence classique.

Proposition 4.1.3. Soitt € R. La suite de variables aléatoires Ty, 1, Ty, +2 —
In,+1,IN,+3— TN, 42, - - forme une suite de variables aléatoires indépendantes.
De plus, pour chaque n > 2, Ty, +n — Ty, 4n—1 ~ X.

Preuve. Il suffit d’établir la propriété pour une suite finie. Pour simplifier
les écritures, on ne traite que le cas Ty, 41,Xn,42 = Tn42 — Tn+1, XN 43 =
IN,+3 — Ty, 42. Pour hy,hy,h3 € R, on déduit de (4.1.1) que

P(Tn+1 < b1, Xnj42 < ho, Xny43 < h3)

=Y P(T, < hi, Xps1 < hy, Xpp2 <h3,N;+1=n)
n>1

=Y P(T, <hi,N,+1=n)PXyq1 < hp)P(Xyi2 < h3)
n>1

=P(Ty+1 < hi)P(X) < ho)P(X, < h3),
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car les inter-arrivées sont indépendantes et de méme loi, d’ou le premier ré-
sultat. Puis, en prenant hj,h3 < 0, on trouve 1’égalité en loi pour n = 2; la
situation générale se démontre de la méme maniere. [

Comme N est un processus de comptage, N; < oo p.s. pour chaque € R .
La situation particuliere des processus de renouvellement permet d’étre plus
précis a ce sujet.

Théoreme 4.1.4. 1l existe C > 0 tel que pour toust € R et n > Ct,
P(N; = n) < 2¢7"/C.

En particulier, N; admet un moment exponentiel et N est explosif, i.e. T, / o
p.s. lorsque n /" oo,

Preuve. Puisque P(X = 0) = 0, il existe k¥ > 0 tel que p = P(X > k) > 0.
Notons
X) = x1{X; >k},

et (NV));er, le processus de renouvellement associé aux inter-arrivées (X;)¢>1.
Comme X < X, pour tout £ > 1, on a N/ > N, pour tout t € R De ce fait,

P(N;, =n) <P(N, >n) =P(T, <1),

si T, = X{ +---+X,. Si n est assez grand de sorte que ¢/n — pk < —pk/2,
i.e.n>2t/(pK), on trouve

/

T t T!
P(N,zn)gp(—"—p;cg——px> §]P’<—n—pK‘>p—K>.
n n

n - 2

D’apres I’inégalité de Hoeffding, il existe donc K > O tel que pour tous # € R
etn>2t/(pK),
P(N; = n) < 2e X",

d’ou I’inégalité du théoreme et le fait que N admette un moment exponentiel.
Puis, pour tout A > 0 etn > 2A4/(pk),

2e—Kn

P(T, <A)= Y P(Ns=k) < Tp—g

k>n

d’ou 7,, /oo p.s. lorsque n " o d’apres le lemme de Borel-Cantelli. [
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4.2 Comportement en temps long

L’objet de cette section est de dégager un comportement asymptotique pour le
processus de renouvellement. A titre de préliminaire, remarquons que EN;, /¢
converge lorsque ¢t — oo d’apres le lemme de Fekete car la fonction 7 +— 1+
EN; est sous-additive. En effet, pour tous 5,7 € R, comme Ty, 1 > :

ENiys—EN, = EY YTy <t+s}

i>1
= P(Ty <t+s)+ Z]P)(TN,—H —Tn4+1 <)
i>2
< 1+EN;, 4.2.1)

puisque pour tout i > 2, Ty, 4; — In,+1 ~ T;—1 d’apres la proposition 4.1.3.

Avec un peu plus de travail, on peut énoncer une loi des grands nombres
pour les processus de renouvellement.

Théoreme 4.2.1. Soit L =EX < oo. Alors, lorsque t — oo :
Ni ps.Lt 1
— = —
! H

En particulier,

EN, 1
lim — = —. (4.2.2)
t—oo ‘u,

Ce résultat porte le nom de petit théoreme de renouvellement.

Preuve. Montrons tout d’abord que N, /t converge p.s. si t — oo. Pour chaque
t e Ry, Ty, <t < Ty,+1. Par suite, sous réserve que N; # 0, on a I’encadrement

T
ﬂ<L<_TNf+1'
NN N

Or, N; — o p.s. d’apres le théoreme 4.1.4, car T,, — oo p.s. lorsque n — oo. La
loi des grands nombres nous donne donc
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lorsque t — . En conséquence, N;/t converge p.s. vers 1/u. Pour en dé-
duire qu’il y a aussi convergence dans L', il suffit de montrer que la famille
(N;/t);>1 est équi-intégrable. D apres le théoréme 4.1.4, pour une certaine
constante C > 0, on a

P(N; =n) <2¢ /€

pour tous ¢ € R et n > Ct. Par suite,

C1]
EN? = Y. n’P(N;=n)+ Y n*P(N;=n)
n=0 ]

n>[Ct

< [cr?+2 Z n2e ¢,
n>0

ce qui montre que sup,~; E(N;/t)? < . De ce fait, la famille (N /t),>; est
équi-intégrable. []

Dans le méme ordre d’idée, la vitesse de convergence dans la loi des grands
nombres du théoreme 4.2.1 peut étre précisée.

Théoréme 4.2.2. Supposons que L = EX et 6> = var(X) existent. Si & # 0,
on a lorsque t — oo :

(-0 Lo

Preuve. Fixons x € R et notons pour chaque r € R :

(1)

Alors, si n, est le plus petit entier naturel supérieur ou égal a (x\/z +1/u) :

P(Zsz)Z]P’(Nzan)IP(\/n_r<%—H> < Vi -n)).

Or, lorsque t — oo, n; tend vers I’infini. D’apres le théoreme central limite, on
a donc

\/n_t<% —u) £ N(0,62).
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Par suite, puisque /7 (¢ /n; — 1) tend vers —xp3/?

) —? u?
mP(Z > x) = | WCXP(_F)‘”‘

0o 1 uZ
- /x V2mo2 /13 eXp<_262/u3>du’

ce qui conclut la preuve. [

4.3 Fonction de renouvellement

A chaque instant, le processus de renouvellement N admet des moments de
tous ordres. On étudie ici la moyenne de la variable aléatoire N; qui, comme
souvent, joue un role prépondérant.

La fonction de renouvellement est la fonction m définie pour chaquet € Ry
par

Elle est localement bornée, et on peut la représenter par la relation

m(t) = Z Fn(t)a

n>1

car, par convergence monotone,

m(t)=EY YT, <t} =Y P(T,<t)= ) Fu(t). (4.3.1)

n>1 n>1 n>1

Cependant, cette représentation est en général inexploitable; on se tourne
donc vers une autre caractérisation.

Dans la suite, pour deux fonctions g,G : R, — R avec G a variations
bornées, on note * 1’opération :

gxG(1) = /Otg(t—s)dG(s), Vi €R,,

lorsque cette intégrale de Stieltjes a un sens. Sous les conditions idoines,
on vérifie que (h*g)*G =hx(gxG) si h : Ry — R et, par ailleurs, F, =
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FxF,_ 1 =F, 1%F sin> 1, avec la convention que Fy représente la fonction
de répartition de la mesure de Dirac en 0.

On considere alors I’ équation fonctionnelle de renouvellement, d’ inconnue
i R+ — R+ :

R(g) : u(t) =g(t)+uxF(t), vt e R,. (4.3.2)

Enfin, U désigne la fonction sur R telle que

U=) F.

n>0

Théoreme 4.3.1. Soit g : R, — R une fonction localement bornée. Alors la
fonction gx U est I'unique solution de R(g) qui soit localement bornée.

Preuve. Il est clair que la fonction gx U est localement bornée. De plus, elle
est solution de R(g) car, d’apres le théoreme de Fubini et (4.3.1), pour tout
te R+ :

U0 = g+ Y [ gl—s)an(s)

n>1

= 0+ ¥ [ ([ stk 0)are)

n>1
= g0+ [ exUl—IF0)

Pour prouver la propriété d’unicité, considérons une autre solution localement
bornée G et notons 6 = gxU — G. Alors, pour tout r € R :

5(r) = /()t5(t—s)dF(s) —E§(r—X1)1{X; <1}.

Comme X et X, sont indépendantes et de mé€me loi, I’égalité ci-dessus montre
que
S(t—X1) = E(8(t—X —Xo)1{X, <t—Xi}|X1)
= E((S(l‘ — Tz)l{Tz < t}|X1).
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En combinant ces relations et en utilisant le fait que {7> <t} C {X; <t}, on
trouve :

5(1) = EE(S(Z‘—Tz)l{TZSt}}xl)l{xlgl‘}
= ES(Z—TZ)I{TQSZ}

- /t5(t—s)dF2(s).
0

Par itération, les mémes arguments montrent que pour toust € Ry etn > 1:

5(1) :/OtS(t—s)an(s).

Si M désigne un majorant de § sur I’intervalle [0,¢], il vient
16()| = ‘ES(t—Tn)l{Tn St}‘ < MP(T, < 1),

car F;, est la fonction de répartition de 7,,. Comme 7, /" o p.s. lorsque n " oo
d’apres le théoreme 4.1.4, on a 6 = 0 d’ou la propriété d’unicité annoncée. []

Théoreme 4.3.2. La fonction de renouvellement m est la seule solution loca-
lement bornée de I’équation de renouvellement R(F).

Preuve. D’apres le théoreme 4.3.1, la seule solution localement bornée de
I’équation R(F) est

FxU=F*)Y F,=Y F,=m,
n>0 n>1

d’ou le résultat. [

A titre de complément, mentionnons une autre application du théoreme
4.3.1 portant sur la loi du temps résiduel R; = Ty, —t, 1.e. le temps restant
entre I’instant ¢ et I’instant du prochain saut du processus de renouvellement.
Tout d’abord, on remarque que pour tous x,f € R :

P(R; > x) = A P(R; > x|X; = s)dF (s).
+
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Supposons que s > ¢. Si X; = s, 1l n’y a eu aucun saut a I’instant ¢, d’ou :

0 sis<t+x

P(RI>X|X| :S):P(Xl—t>x|X1 :S):{ 1 sis>ttx

Lorsque s <t, L(R|X; = 5) = L(R—s) car L(Xa+ -+ Xn+1|X1 = 5) =
L(Ty,_,+1). En effet, pour toute fonction ¢ : R — R borélienne bornée,
E((p(Xz 4+ +XN1+1) |X1 = S)
=Y E(o(X2++Xpi 1) {N; = n}|X; =5)

Il
M

E(@Xo+- +Xur ) H{T = Xy <t —s}\{Tpp1 — X1 <t —s}|X1 =)

3
\

|
gl

E(@Xi+- +X) Ty <t —s}\{T, <t —s}|X; =5)

3
(\%

I
&=

(p(TNtfs‘i‘] )7

par indépendance de X; et X,,--- et puisque les événements {N;,_y=n—1}
et {T,—1 <t—s}\{T, <t—s} sont les mémes. Par suite,

P(R, > x) = F(t+x)+ /0 PR, < x)dF(s), 4.33)

si F =1—F. La fonction ¢t — P(R, > x) est donc solution de 1’équation
R(F(.+x)). D apres le théoréme précédent,

t
PR, >x) — /F(t+x—s)dU(s)
0
t
— P40+ / Fli+x—s)dm(s), (4.3.4)
0
d’ou la loi du temps résiduel.

Le seul fait que fonction de renouvellement soit affine suffit a caractériser
le processus de renouvellement, comme le montre le théoreme qui suit.

Théoreme 4.3.3. Soit A > 0. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) m(t) = At pour toutt € Ry ;
(i) X ~EA);
(iii) N; ~ P(At) pour toutt € R, ;
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De plus, ces propriétés sont vérifiées si, et seulement si N est a accroissements
stationnaires, i.e. pour tous s,t € R :

Nyt — Ny ~ Ns.

En particulier, le seul processus de renouvellement dont la fonction de re-
nouvellement est linéaire est celui dont la loi des inter-arrivées est exponen-
tielle. Ce processus prend alors la forme d’un processus de Poisson homogene,
dont I’étude fait 1’objet d’un prochain chapitre.

Preuve. Dans la suite, le cas dégénéré A = 0 est exclu. Supposons que (i)
est vérifiée. D’apres le théoreme 4.3.2, injectons m sous cette forme dans
I’équation de renouvellement R(F'). Alors, pour toutt € R :

/lt:F(t)Jr/Ot)L(t—s)dF(s).

Or, en utilisant la formule d’intégration par partie dans les intégrales de Stieltjes,
on trouve :

/0 (1 —5)dF (s) = /O F(s)ds. 4.3.5)

Par suite, pour toutz € R, :
t
Floy=A(r —/ F(s)ds).
0

La fonction de répartition F de la loi £(1), i.e. le cas ot F(r) = 1 —e* pour
t € Ry, est solution de cette équation. Supposons qu’une autre fonction de
répartition G en soit solution. Il vient,

(F—G)(1)] = ’l/ot(G—F)(s)ds‘ < /1/(; |(F — G)(s)|ds,

ce qui, d’apres le lemme de Gronwall, entraine que F' est G sont égales. L’as-
sertion (i) est donc établie.

Supposons maintenant que (ii) est vérifiée. Pour chaque n € N*, T,, ~
¥(n,A) en tant que somme de n variables aléatoires indépendantes et de loi
E(A). De ce fait, d’apres la proposition 1.2.3, pour toutz € R :

o [Ty as e Lo s (A8)"
]P)(N[—l’l) = \/0246 st—/ole Tds

= /td(elsw> :eihM,
0

n! n!
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d’ou I"assertion (iii).
Puis, en supposant (iii), m(t) = EN; = At pour tout t € R, d’ott (i). Les
assertions (i), (i) et (iii) sont donc équivalentes.

Supposons maintenant que N est a accroissements stationnaires. Alors,
pour tous 5,7 € Ry, m(s+1t) = m(s) +m(t). La fonction de renouvellement m
est donc solution de I’équation de Cauchy. Comme m est continue a droite, il
existe alors A > 0 tel que m(t) = At pour toutz € R, d’ou (i).

Considérons enfin le cas X ~ £(A) et fixons 5,7 € R;. Dans ce cas, la
relation (4.3.4) montre que la loi de Ty, 1 —1, 1.e. le temps résiduel a I’instant
t,est E(A). Or,

Nips—Ny =Y YTnn <t+s}.
n>1

En utilisant, pour chaque n > 2, le développement

n
Tnjgn—1 = (Tn+1—1) + Z (T, — T k1)
k=1

on trouve finalement avec la proposition 4.1.3 :

Niys— Ny ~ Z I{Tn < S} =N,

n>1

d’ou la stationnarité de N. [

4.4 Stationarité

En général, le processus de renouvellement N n’est pas a accroissements
stationnaires, sauf dans le cas ou N est un processus de Poisson homogene
d’apres le théoreme 4.3.3. Nous allons constater qu’en modifiant judicieuse-
ment la loi du premier instant d’arrivée, le processus de renouvellement qui
en résulte devient a accroissements stationnaires.

Soit X4 une variable aléatoire strictement positive de fonction de répar-
tition F¢ indépendante de la suite des inter-arrivées, et (T.¢),>0 la suite des
arrivées translatées, définie par et Tnd =X+ T, pour n > 0. Le processus de

renouvellement de délai F¢ est le processus N defini pour tout r € R, par

N =Y {17 <1}

n>0
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11 faut noter que si un tel processus a délai est un processus de comptage, ce
n’est en général pas un processus de renouvellement. En terme de modélisa-
tion, ce processus complete naturellement I'idée des processus de renouvel-
lement par I’introduction du délai, de loi éventuellement différente des autres
instants d’inter-arrivées, et qui peut modéliser un comportement particulier
d’une machine lors de sa premiere utilisation.

Une argumentation similaire a la preuve du théoreme 4.1.4 montre que
N,d elL! pour tout t € R ; de ce fait, la fonction de renouvellement a délai
m?, définie par

mi(t) =EN? vt e R,

est une fonction localement bornée. Noter que pour toutr € R,

mi(t) =F(t)+ Y FxFi(t) = F(t) + m' xF (1), (4.4.1)

n>1

car, suivant la preuve de (4.3.1), md = YsoFn*xF 4 On tire alors du théoréme
43.1quem? =FixU.

Revenons sur la question initiale : comment décaler un processus de renou-
vellement de sorte que ses accroissements soient stationnaires ? Cette question
fait I’objet du théoréme suivant.

Théoréeme 4.4.1. Supposons que X est intégrable de moyenne 1. Alors, N¢
est a accroissements stationnaires si, et seulement si

1 t
Fir) = E/O (1—F(s))ds vVt € R;.

Dans ce cas, m*(t) =t/u pour chaque t € R..
La seule loi F telle que

1 t
Fli) = —/ (1 F(s))ds ¥r € R,
uJo
est la loi exponentielle. On retrouve ici I’un des résultats du théoreme 4.3.3, a
savoir que le processus de Poisson homogene est le seul exemple de processus
de renouvellement qui soit a accroissements stationnaires.
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Preuve. Démontrons d’abord la propriété d’unicité. Supposons que F¢ est une
fonction de répartition quelconque et que le processus N¢ est a accroissements
stationnaires. Alors, m“ (¢ +s) = m?(t) + m?(s) pour tous s,z € R, d’ott m?
est solution de I’équation fonctionnelle de Cauchy. Il existe donc y > 0 tel
que m?(t) = yt pour tout r € R, . En injectant cette relation dans (4.4.1), on
en déduit que

Fé () = yt—}//OtF(t—s)ds _ y/ol (1- F(s))ds.

Le fait que F¢ soit une fonction de répartition impose y = 1/, d’oti I'unicité.

Supposons maintenant que lorsque F¢ est définie comme dans 1’énoncé, et
calculons tout d’abord m?. Si g est la fonction définie pour tout r € R, par
h(t) = m?(t) —t/u, on a avec la relation (4.3.5) :

t t— 1 t
hF (1) = / (s~ TS)dF(s) — K F (1) — —/ F(s)ds.
0 0
Or, la fonction m? vérifie (4.4.1), d’ol

h F(t) = m (1) — F4(1) — ﬁ /OZF(s)ds — h(r),

par définition de F¢. Ainsi, h est solution de I’équation de renouvellement
R(0) définie par (4.3.2) ce qui, d’aprés le théoréme 4.3.1, prouve que h est
nulle, autrement dit que m? (t) =t/ pour tout ¢ € R . Montrons maintenant
que N? est a accroissements stationnaires. Dans ce but, fixons 5,7 € R, et
écrivons

NYs—NP =Y 1t < T <t+4s} = Zl{leth—z <s}.
n>0 i>1

Une adaptation de la proposition 4.1.3 au cas de ce processus a délai montre
que N est a accroissements stationnaires si et seulement si la loi de E; =
T]\[/Z,d —t ne dépend pas de 7. Or, pour tout s € R, on a en notant F¢ = 1 — F4
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etF=1—F:
P(E >s) = Y P(E >sN =n)
n>0
= P(E >s,N! =0)
+ Z/ (E, > 5,N! = n|T¢ = u)d(F'*F,_1) ()

n>1

= Ft+ys) +/ (t+s—u) (ZF *Fy 1)()

n>1

= t+s /F s—u

car F¢«F,_1 estla fonction de répartition de T¢ et m?(t) =t /. Par définition
de F¢, on trouve

| B
]P(E[>S):l_ﬁ/o F(u)du

qui est indépendant de ¢. Ceci montre que la loi de E; ne dépend pas de ¢,
c’est-a-dire que N¢ est 2 accroissements stationnaires. []

4.5 Fonction de renouvellement en temps long

Nous étudions ici le comportement asymptotique de la fonction de renouvel-
lement m. Dans toute la section, X est supposée intégrable, de moyenne . Le
théoreme 4.2.1 montre que

lim w = l
f—oo t u

Nous allons compléter ce résultat dans diverses directions.

Au préalable, rappelons qu’une probabilité sur R est non-arithmétique si
son support n’est pas inclus dans un ensemble du type dZ, avec d € R. Cette
loi est de plus complétement non-arithmétique si son support n’est pas inclus
dans un ensemble de la forme x 4 dZ, pour un x € R.
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Théoreme 4.5.1. (BLACKWELL) Si la distribution des inter-arrivées F est
completement non-arithmétique, alors pour tout h > 0 :

. h
limm(t+h) —m(t) = —.
f—o0 [.L
Ce résultat, qui porte aussi le nom de théoréeme de renouvellement, peut
étre étendu a des distributions arithmétiques, ainsi qu’au cas ou X ¢ Ll

Preuve. Soient X{,X},--- des variables aléatoires indépendantes de méme loi
F, indépendantes de la suite X1, X5, -+, et T, = X| +---+X/. On note aussi X¢
une variable aléatoire indépendante des deux suites, de fonction de répartition

F? telle que
d L
0

Enfin, Tnd = X9+ T,{ de sorte que, d’apres le théoreme 4.4.1, le processus de
renouvellement N¢ de délai F¢, défini par

N =Y HT¢ <t} VteRy,
n>0

est a accroissements stationnaires. Il vérifie la propriété annoncée car sa fonc-
tion de renouvellement m? est telle que pour chaque r € R :

m (1) = EN = ﬁ 4.5.1)

Soit € > 0. Pour & > 2€, on introduit
t=inf{n>1:|T, —T¢| < €}.
La loi de X; — X{ n’est pas arithmétique car pour tout d € R,
P(Xi — X! € dZ) = /]P’(Xl _yedZ)dF(y) < 1,

puisque la loi F est completement non-arithmétique par hypothese. Par suite,
T¢ = X9 étant indépendante de (X;, X/);>1, le théoreme 9.2.1 assure que T < oo

p.s.
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Pour n > 1, on définit maintenant

c T,sin<T;
T\ T4 T T sin >,

et N¢ le processus de comptage associé, i.e.

=Y YT <t} vieR,.

n>1

Or, (T)p>1 ~ (T,)n>1. En effet, si i : RY — R est une fonction mesurable
bornée,

Eh(T)n=1) = Y. Ea(Th,.... T i+ T¢ —T¢,.. ) 1{r =k}
k>1

= Y Eh((Tp)nz1){T =k}
k>1

= Eh((Th)n>1)-

Dans la deuxieme égalité, le remplacement des variables Tnd — de par T, — Ty
pour n > k+ 1 est justifié par le fait que {7 =k} € o((T;,T¢) : i < k). Par
suite, N ~ N d’ou

Dy = m(t+h) — m(t) = E(NS,, — NY).

Remarquons que Nf

on — N/ =A;+B;,ouonanoté :

Zl{t<Tc<t+h} et B, =Y Mr<T<t+h}.

n= n>T

Montrons que [EA; — 0 lorsque t — co. Comme A; — 0 p.s., il suffit d’établir
que la famille (A;);cr, est uniformément intégrable. Soit

=inf{i > 1:1<T; <t+h}.

Or, A; < Nf

h —Nf et N ~ N°¢d’ou, pour toutn > 1 :

]P)(Az > n) < P(Nt+h —N; > ”l)
S IP)(NH_h —Nt Z n,K < 00)
<
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Puisque Tyxy,—1 — T ~ T,—1, on obtient
PA; >n) <P(T,-1 <h)=PN,>n—-1).

D’apres le théoréme 4.1.4, (A;),cr, est donc uniformément intégrable, et
EA; — 0 lorsque t — 0. De ce fait, par définition de 7 :
limsupD; < limsupEB;
t—roo —>o0
< limsupEZI{t—8<Tnd§t+h+8}

t—>o0 I’lZT

< limsupm?(t+h+¢€)—m?(t —¢)

t—o0

h+2e
u

d’apres (4.5.1). Pour la borne inférieure, on écrit

Y

liminfD; > IiminfEB;

[—roo —o0
> Timi d .
> htrggle Y 1{i+e<T!<i+h—e}
n>tT
> @nmmﬂa+h—@—wﬂ@+@
—>00

T—1

—limsupE Y 1{r+e < T!<t+h—¢}

[—he0 n=0

h—2e = 4
——— —limsupE Z Hr+e<T <t+h—¢}.

‘Ll t—roo n=0
En utilisant un argument analogue a celui de [EA;, on montre que la limite de
la derniere inégalité est nulle. Comme € peut étre choisi arbitrairement petit,
le théoreme est prouvé. [

Rappelons que la fonction U est définie par

U=) F.
n>0
Le théoreme ci-dessous, souvent appelé théoreme clé du renouvellement, dé-
crit I’asymptotique de la solution de 1’équation de renouvellement donnée par
(4.3.2).



46 CHAPITRE 4. PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

Corollaire 4.5.2. Supposons que F est completement non arithmétique. Soit
g : Ry — R, une fonction monotone et intégrable. Alors,

lim g% U (t) = /0 " o(r)dr.

f—>oo U

De ce fait, d’apres le théoreme 4.3.1, la solution localement bornée S de
I’équation de renouvellement R(g) vérifie

1 o
lim §(7) = — / t)de
ims() = [ sl
des que g est monotone et intégrable et F est non arithmétique.
A titre d’exemple, mentionnons une autre application de ce théoreme, por-
tant sur I’asymptotique du temps résiduel R; = Ty, 41 — ¢, i.e. le temps restant

entre ¢ et I'instant du prochain saut du processus de renouvellement. D’apres
(4.3.3), on sait que pour tous x,t € R;,ennotant F =1 —F :

t
P(R, > x) = F(1+x)+ / P(R,_; > x)dF(s).
0
Si F est completement non arithmétique, le théoréme précédent montre que

| B e
limP(R; > x) = —/ F(s)ds,
X

oo u

c’est-a-dire que la loi du temps résiduel R; converge vers la loi sur R} de
densité F /.

Preuve du corollaire 4.5.2. Supposons que g est décroissante. Soit n > 1 tel
que nh <t < (n+ 1)h. Dans la suite, [, y =|t — (k4 1)h,t —kh]. On a

n—1 t—nh
g*U(t):kgz)/b’kg(t—s)dU(s))+/o g(t—s)dU(s).

Le dernier terme tend vers O lorsque ¢ — oo car, par décroissance de g et
puisque U est sous-additive par (4.2.1) :

/Otnhg(t —)dU(s) < g(nh) (U(l‘ —nh) — U(O)) < g(nh)U(h)
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et g(nh) — 0 sit — oo. Les mémes arguments donnent aussi

2/ (t—s5)dU(s) < Y g(kh)(U(t —kh) —U(t —kh—h)).
Lk k>0
Comme U (t —kh) —U (t —kh—h) < U (h) et la suite (g(kh))x>0 est sommable
car g est intégrable, le théoreme de convergence dominée et le théoreme 4.5.1
montrent que

h |
limsupg+ U (t) g(kh) < —g(0)+ / g(s)ds.
t—so0 ;;6 ‘LL H Jo

En faisant tendre 4 vers 0, on trouve donc

limsupg+U(t) / g(s

t—o0

La borne inférieure s’obtient en adoptant une démarche similaire, d’ou le
théoreme. [

On peut maintenant compléter le petit théoreme de renouvellement (4.2.2)
en obtenant un développement a 1’ordre 2 de la fonction de renouvellement.

Proposition 4.5.3. On suppose que 6> = var(X) existe. Lorsque t — oo,

i oo?—p?
m(t)—;%— 2[-l2

+o(1).

Preuve. Soit ¢ la fonction définie pour tout# € Ry par ¢(t) =m(t) —t/u.Le
théoréme 4.3.2 donne

t t+ __
OF(1) — / m(t — s)dF (s) — / L5 4r(s)
0 0o u
t
_ m(z)—F(t)—l/ (t — 5)dF (s).
wJo
Or, en notant F = 1 — F et en utilisant (4.3.5), on trouve

1 t
OxF() — m(t)—F(t)—ﬁ/OF(s)ds
— 01— (F(t)—%/o F(s)ds). 4.5.2)
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Notons g la fonction entre parentheses. La relation (4.5.2) montre que ¢ est
solution de I’équation

¢(t) = g(t) + 9 F ().
D’apres le théoreme 4.3.1, chaque équation de renouvellement (4.3.2) admet
une unique solution localement bornée. En remarquant que

_ 1 [ _
80)=—F@)+; /t F(s)ds.

on peut alors décomposer ¢ sous la forme ¢ = —¢; + @2, avec @, @, telles
que pour toutr € R :

01(t) = F (1) + F 5 0 (£) et bo(t) = %/th(s)ds—kF*(])l (t).

Or, le corollaire 4.5.2 entraine que

lim @y () =1 et }g{}o Or(1) = Lz /OwsF(s)ds.

t—roo

=

Puisque la derniére intégrale vaut (62 + u?)/(2u?), on trouve
2

. lru? ol—p
Jim ¢(r) = -1+ 22 2u2

Y

d’ou le résultat. [

4.6 Compensateur

L’ objectif de cette section est de calculer le compensateur d’un processus de
renouvellement N. Dans la suite, (7},),>0 est la suite de ses instants d’arrivées
avec Tp = 0, (X;)n>1 est la suite de ses instants d’inter-arrivées et F est la
fonction de répartition de X;. De plus, on note a la fonction définie pour tout

t € Ry par
o dF
alt) = / _dF(s)
0o 1—F(s7)
Observons d’emblée que si X est une variable aléatoire de fonction de répar-
tition F, alors a(X) est intégrable, car

X dF(s) TP >8) [T ) —
0 T(s‘)_/o 1—F(s—)dF()_/O dF(s)=1.

Le compensateur de N est décrit par le résultat qui suit.

Ea(X)=E
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Théoréme 4.6.1. Le processus A = (A;),cr, défini pour chaque t € R par

A=Y a(Xu A (t—To1))

n>1
est le compensateur de N.

La somme définie dans ce théoréme est en réalité une somme finie. En
effet, sit € [T, T)+1[, alors

A= Zn: a(Xg) +a(t—T,).

k=1
Lorsque F est continue, on a a(t) = —In(1 — F(¢)), et le compensateur de N
est alors .
A)=-Y In(1-F(X)) —In(1-F(t—T,)), (4.6.1)
k=1

pour t € [T, T,41].

Preuve. Tout d’abord, comme dans la preuve de la proposition 2.4.2, on peut
montrer que A est un processus prévisible en utilisant le théoreme 9.3.1. Par
ailleurs, remarquons que pour tous £ > l ett € R, :

4
Nint, — Z an(t) = Nint, — Nipty, | — an(t))
n=1

T, <t} —a,(t)), (4.6.2)

4
o
4
N
si a,, est le processus défini pour tout ¢ € R par
an(t) = a(Xu At =T 1)).
Admettons que le processus M" défini pour tout r € R par

M =1{T, <t} —ay(t)

est une martingale pour la filtration naturelle .% de N. Alors, pour tout £ > 1,

4
E Y an(t) = EN;a1, <EN;,
n=1
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d’ou I’on déduit du théoreme de Fatou et du théoreme 4.1.4 que la variable
aléatoire Y, a,(t) est intégrable. De plus, T; — oo p.s. lorsque £ — oo d’aprés
le théoreme 4.1.4. Par suite, le théoreme de convergence dominée montre que,
lorsque ¢ — oo :

l
]Ll
Nl‘/\Tg — Z an<t) —>Nt — Z an(t)
n=1 n>1

De ce fait, le processus défini en tout € R par

N — Y an(t) =N, — A,

n>1

est une martingale, i.e. A est le compensateur de N, en tant que processus
croissant et prévisible.

Fixons maintenant n > 1, et montrons que M = M" est une martingale pour
F . Tout d’abord, M est .7 -adapté car .%; = o(Txy Nt,1{Ty =t},k > 1) pour
chaque ¢ € R (voir proposition 1.2.2), et

M =T, <t} —a(t NT, —t AT,_1).

Puis, soient 0 <s <ret & = {{T} <u},u <s,k>1}.SiZ, désigne la famille
Z, ={X;,i > 1 eti # n} alors d’apres la proposition 2.4.2, pour tout A € & :

E(14 M;|Z,) = E(14 M,|Z,)
car, conditionnellement a Z,, A € 6({X,, < u},u <s). Par suite,
E1s M, = E14 M;.

Or & est un m-systéme qui engendre % car #; = 6 ({Ty <u}l,u<s,k>1),
donc 1’égalité ci-dessus est vraie pour tout A € %, d’apres le théoreme de
Dynkin. On a donc montré que M est une martingale pour .%#, ce qui conclut
la preuve du théoreme. [

4.7 Processus de renouvellement-récompense

En pratique, un coflit est associé a chaque occurrence d’un processus de re-
nouvellement. Pour une compagnie d’assurance par exemple, un montant est
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associé a chaque occurrence d’un sinistre dont le client est victime. Outre le
comptage des sinistres, alors représenté par le processus de renouvellement N,
il faut se doter d’un processus permettant d’évaluer le cofit global au temps 7.
Ce processus fait 1’objet de cette section.

A T’occurrence du processus de renouvellement, on associe une variable
aléatoire réelle W représentant le cofit (ou la récompense, selon le point de
vue) de cette occurrence. Le colt total (ou la récompense totale) au temps
t € R, estalors

Ni
Si=3Y W,
n=1

avec Wi, W,, --- indépendantes et de méme loi que W. Noter que nous ne sup-
posons pas que (W,),>1 et N sont indépendantes. Le processus S = (S;);cr,
s’appelle processus de renouvellement-récompense. Ce modele porte aussi le
nom de modeéle de Sparre-Andersen et, lorsque N est un processus de Pois-
son homogene, on parle de modeéle de Cramer-Lundberg. Enfin, sous réserve
d’existence, la fonction s définie pour tout r € R par

S(t) :]ESt,

s’appelle fonction de récompense.

Il est essentiel de contrdler le colit S; : sa prévision permet, pour reprendre
I’exemple de la compagnie d’assurance, de déterminer le montant de sa tré-
sorerie ou de fixer avec précision le montant de ses contrats d’assurance sans
risquer de faire faillite. Cependant, puisqu’il est en général impossible de cal-
culer la loi de $;, on se tourne vers son comportement asymptotique.

Théoreme 4.7.1. Supposons que X et W sont des variables aléatoires inté-
grables. Alors, lorsque t — oo :

S; EwW
t EX’
p.s. et dans L.
En particulier, on a le théoreme de renouvellement-récompense :

lim @ = E—W
t—oo EX
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Preuve. Pour simplifier, on suppose que W est bornée par K > 0. D’apres la
loi des grands nombres, puisque N; — o p.s. lorsque ¢ — oo, on a

| S.
Par suite, d’apres le théoreme 4.2.1,

S N1

EW
N1 gh gy ps EW
t ot N& EX

De plus, la famille (S;/t),> est équi-intégrable, car (N; /t),>1 I’est aussi d’apres
le théoreme 4.2.1 et pour toutr € R, :

1

t t

De ce fait, S, /t converge aussi dans L!. [J

4.8 Théorie de la ruine

La théorie de la ruine étudie les réserves financieres d’'une compagnie d’as-
surance au temps ¢. La réserve initiale de cette compagnie est u > 0 et les
primes d’assurances sont supposées déterministes, de valeur ¢ > 0 unité de
compte par unité de temps. Les occurences des sinistres sont modélisées un
processus de renouvellement N d’instants d’inter-arrivées X1,X>,- -+ suppo-
sées indépendantes et de méme loi intégrable non dégénérée, et les variables
aléatoires intégrables, indépendantes et de méme loi Wi, W,, - - - représentent
les cofits des sinistres successifs (donc des variables aléatoires strictement po-
sitives). Dans ce modele, les colits des sinistres sont supposés indépendants
de N.

Le montant cumulé des sinistres est décrit par le processus de renouvellement-
récompense S tel que pour chaque r € R

N
Si=Y W,
i=1
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et le processus des réserves R de la compagnie d’assurance vaut a 1’instant
t e R+ .
Rt =u-ct— S[.

Dans ce cadre d’étude, une quantité essentielle pour la compagnie d’assu-
rance est sa probabilité de ruine avec la réserve initiale u, i.e.

y(u) =P(R, <Opourunt €R,).

Son calcul est I’un des enjeux majeurs de la théorie de la ruine. Remarquons
d’emblée que

V/(u):IP’(Zn:(Wi—cX,-) > u pour un n > 0). (4.8.1)
i=1

Autrement dit, 1’évaluation de y(u) se rameéne a un calcul de probabilité de
franchissement de barriere d’une marche aléatoire. Pour une compagnie d’as-
surance, le premier parametre important est son chargement de sécurité, 1i.e.
la quantité

ch
p_E_la

avec ® = EW < o et A = EX.

Théoréme 4.8.1. La probabilité de ruine y(u) vaut 1 si, et seulement si le
chargement de sécurité p est négatif.

La seule connaissance du signe de p, qui lie la loi du cofit des sinistres a la
loi de leurs inter-arrivées, permet a la compagnie d’assurance de se prémunir
d’une faillite certaine.

Preuve. Dans la suite, on note 6, = Y7 | (W; — cX;) pour tout n > 0, de sorte
que d’apres (4.8.1) :

y(u) =P (0, > u pourunn > 0).

Considérons tout d’abord le cas p < 0. D’apres la loi des grands nombres,
o,/ntend p.s. vers @ —cA = —wp > 0. Par suite, o, tend p.s. vers oo et donc
y(u) = 1. Lorsque p = 0, E(W — ¢X) = 0 et la marche aléatoire (0;),>0 est
centrée, d’ou limsup,,_,., G, = o0 p.s., ce qui entraine que Y (u) = 1. Pour finir,
considérons le cas p > 0. Par I’absurde, supposons que y(u) = 1. Alors,

7 =inf{n >0: 0, > u}
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est presque slirement fini. Comme 7; est un temps d’arrét, la propriété de
Markov forte appliquée a la marche aléatoire (0;,),>0 montre que
(Onr, — G’El)nz() ~ (On)n=0-
Par suite, le temps d’arrét
T =inf{n >0 : Oyyr, — 07, > u}
est aussi presque siirement fini. En itérant le procédé€, on en déduit que p.s.

limsup o, > u.
n—soo

Or, cette propriété est impossible, dans la mesure ou o, tend p.s. vers —oo car
0, /n tend p.s. vers —wp < 0, d’ou la contradiction. [J

On se tourne maintenant vers la recherche de bornes pour la probabilité de
ruine lorsque la ruine n’est pas certaine, i.e. lorsque le chargement de sécurité
est strictement positif. On suppose donc dorénavant que p > 0, et on fait de
plus I’hypothese que W admet des moments exponentiels de tous ordres, i.e.

Ee*V < oo pour tout x > 0.

Soit L la transformée de Laplace sur R, de la variable aléatoire W — cX,
définie pour tout x € R par

L(x) = Ee*W=<X),

Comme la variable aléatoire W — cX n’est pas dégénérée, la fonction log-
Laplace de L, i.e. InL, est strictement convexe. Par ailleurs, L'(0) = @ — cA =
—mp < 0et L(x) tend vers I’infini lorsque x — oo, car P(W > ¢X) > 0 puisque
P(W > 0) = 1 par hypothése. De ces trois remarques, on tire qu’il existe un
unique K > 0, appelé exposant de Lundberg, et qui est le seul réel strictement
positif vérifiant la relation

L(x) = Ee<W=<X) — 1, (4.8.2)

Ce parametre joue un réle majeur dans le comportement de la fonction de
ruine, comme le montre 1’inégalité de Lunbdberg.
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Proposition 4.8.2. (LUNDBERG) Pour tout u > 0, y(u) < e *.

Preuve. Notons ¥; = W; —cX; pour touti > let,si/ > letucR:

Wi (u) =P () Y;>upourunn</).
i=1

Observons que, puisque Y1,Y>,--- sont indépendantes et de méme loi :

n
Yo (u) = EIP’(ZY,'>upourunn§£+1}Yl)
i=1

= /RIP(iYi>u—ypourunnS€+1)G(d)’)
i=2
= G(]u,oo[)+£w(u—y)G(dy),

si G désigne la fonction de répartition de Y. On a toujours yy(u) = 0. Sup-
posons que, pour un ¢ > 0, yy(u) < e * pour tout u > 0. Alors, d’apres la
relation qui précede, pour tout u > 0 :

Vi) < Gueh+ [ e G(ay)

eK”/ eKyG(dy)+eK”/ e 'G(dy)
u

—o0

IN

e Ku EeK(W—cX)

IA A

—Ku
e )

d’apres (4.8.2). Par récurrence, on a donc yy(u) < e pourtout £ > 1 et u >
0. Un argument de convergence monotone nous donne enfin yy(u) — y(u)
lorsque ¢ " o, d’ou la proposition. []

Complétons cette introduction a la théorie de la ruine par un probleme de
nature statistique, a savoir 1’estimation de la constante de Lundberg dont on
a constaté I’importance pour une compagnie d’assurance dans la proposition
4.8.2. La compagnie d’assurance a recensé les instants des n premiers sinistres
ainsi que leurs montants ; elle dispose donc de n réalisations des variables
aléatoires (X;,W;),--,(X,,W,). La relation (4.8.2) caractérisant 1’exposant
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de Lundberg x et la méthode de construction par insertion nous conduisent a
définir I’estimateur &7 ,, appelé Z-estimateur ! de «, tel que &y, > 0 et
. 1 &

lA,n(chn) =1 +0p_sl(n*1/2), siLy(x)=— Ze"(Wi*CX") pour tout x € R, .
i=1

Cependant, cette construction n’est pas suffisante pour que Kj , soit consis-
tant, car il se peut qu’il converge alors vers 1’autre valeur qui annule la fonc-
tion L(.) — 1, en I’ocurence la valeur 0. Pour contourner cet écueil, observons
que sur I’événement

n
An:{Z(Wi—cxi)<0etW,~—cX1~>0p0uruni=L---Jl},
i=1

la fonction L,, est strictement convexe, L, (0) < 0 et L,,(x) — oo si x — oo, Sur
Ap, on est donc assuré que K, s’écarte de 0, ce qui nous ameéne a définir
I’estimateur &, = K ,14, dont nous allons préciser le comportement asymp-
totique.

Théoréme 4.8.3. L’estimateur K, est consistant. De plus,

Var(eK(W—CX))

Vi (R — ) i>J\/(0,W),

lorsque n — oo,

Preuve. Au préalable, remarquons que d’apres la loi forte des grands nombres
et les fait que P(W > ¢X) > 0, 14, converge p.s. vers 1 lorsque n — co. Par
ailleurs, les suites (L,),>1 et (I}),>1 convergent p.s. uniformément sur tous
les compacts vers L et L' respectivement”. Si A et B sont les événements

1. Cette dénomination trouve son origine dans le fait que k est un zéro de la fonction
L(.) — 1 et estimateur K , est construit selon une version empirique de cette observation.

2. Pour s’en convaincre, il suffit par exemple de décomposer L, comme somme d’une
fonction croissante et d’une fonction décroissante, i.e. L, = L;; 4L, avec

Z e Wi=eX)1{W; > ¢X;} pour tout x € R,

et de méme pour ﬁn_ . Puis, en traitant séparément ces deux suites, on montre avec le deuxieme
théoréme de Dini et la loi des grands nombres que p.s., (L, ),>1 converge uniformément vers L
sur tous les compacts de R.. La méme démarche aboutit 2 un résultat similaire pour (L},),>1.
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définis par

A= lirgiann etB= { lim sup |L,(x)—L(x)|+|L,(x) - L'(x)| = O},

7% xe0,K]

on aalors P(ANB) = 1.

Dans la preuve de la consistance, on fixe de maniere implicite pour une
éventualité de AN B, de sorte que (L,),>1 et (L,),>1 convergent uniformé-
ment sur [0, k|, et K, = K . > 0 pour tout n assez grand. De toute suite, on
peut extraire une sous-suite (K, )¢>1 telle que pour tout k > 1, &, > k, ou
bien K, < k pour tout k > 1, ou enfin &, = k pour tout k > 1. Si K, > K
pour tout k > 1, on a par convexité :

2~

i‘nk<kﬂk) _Z‘ﬂk(K) _ 1 +0p~5~(”71/z) _Lnk(K)
Ky, — K Ky, — K '

/
Ly, (k) <

En faisant tendre k vers I’infini, on en déduit que X;,, tend vers x car le numé-
rateur tend vers 0 et L' (k) > 0. Considérons maintenant le cas ol &, < k pour
tout k > 1. La suite est bornée, et toute valeur d’adhérence ¢ vérifie L(¢) =1 et
L (¢) > 0 car, moyennant I’extraction d’une sous-suite, on a par convergence
uniforme sur [0, k] :
lim £, (&) = L'(0),

et I:;lk (%, ) > 0 pour tout k assez grand. Par suite, ¢ = k. En résumé, sur AN B,
on peut extraire de toute suite de (k;,),>1 une sous-suite qui converge vers K,
ce qui montre que K;, est consistant.

Enfin, un développement de Taylor-Lagrange donne, pour un %, € (&, K) :

A~ A~

Ly(&y) = Ln(%) = (R — K) L3, (1)
Comme L, (&,) =1+ Op.s. (n_l/ 2), on a donc avec le théoréme central limite :
V(R — 1)L (1) 5 N (0, var (XMW =<X)Y).
Finalement, les arguments de consistance de &;, et de convergence uniforme

p.s. de (L),>1 montrent que L/ (y,) converge p.s. vers L'(x) # 0, d’ou la
proposition. []
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Chapitre 5

Processus de Poisson homogene

5.1 Inter-arrivées exponentielles

Le théoreme 4.3.3 montre que le cas d’une fonction de renouvellement li-
néaire mene a un processus de renouvellement tres particulier, pour lequel
la loi des inter-arrivées est exponentielle. Du fait de la propriété d’absence de
mémoire de la loi exponentielle, elle joue un role déterminant en modélisation
aléatoire.

Définition 5.1.1. Un processus de renouvellement dont les instants d’inter-
arrivées suivent une loi exponentielle s’appelle processus de Poisson homo-
gene.

Nous justifierons plus bas I'usage du qualificatif « homogene ». A titre
d’exemple, le délai entre deux désintégrations successives d’un atome d’ura-
nium 235 peut, du fait de sa lenteur, étre raisonnablement modélisé par une loi
de Poisson. Ainsi, le processus de Poisson homogene modélise le comptage
des désintégrations d’un tel atome. Un autre exemple classique nous est four-
nit par les files d’attentes : en premicre approximation, on peut considérer que
les délais d’inter-arrivées de clients dans une file d’attente sont sans mémoire,
et donc représentés par une loi exponentielle. Le processus recensant les arri-
vées dans la file d’attente est alors un processus de Poisson homogene. 11 faut
noter cependant qu’un tel modele ne prend pas en compte les phénomenes de
groupe, de période, d’engorgement... Le chapitre suivant prendra en compte
ces aspects.

59
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Dans le cadre d’une modélisation des arrivées de clients a un guichet, le
n-eme instant de saut du processus de Poisson homogene représente 1’instant
d’arrivée du client n au guichet, et le n-eme instant d’inter-arrivée représente
le temps qui s’est écoulé entre les arrivées du (n — 1)-&me et du n-éme client
au guichet. La loi exponentielle pour les instants d’inter-arrivées des clients au
guichet traduit notamment une propriété d’indépendance des accroissements
du processus de Poisson homogene, comme nous allons le voir dans la sec-
tion suivante. Rien d’étonnant a cela : I’indépendance des accroissements du
processus de Poisson traduit un comportement « amnésique » des clients,
et ’amnésie est précisémment ce qui caractérise la loi exponentielle comme
nous 1’avons mentionnée plus haut. Dans le cadre d’une modélisation des ar-
rivées des clients au guichet par un processus de Poisson homogene, il est
alors facile de déterminer quelques propriétés quantitatives d’intérét pour la
modélisation : par exemple, si A désigne le paramétre de loi exponentielle,
la probabilité que le temps écoulé entre I’arrivée du (i — 1)-eme et du i-eme
client soit la plus petite parmis les inter-arrivées des n premiers clients est in-
dépendante de A, et vaut 1/(n— 1). En outre, parmis les n premiers clients, le
temps minimum entre I’arrivée de 2 clients consécutifs suit une loi £(nA) !.

5.2 Caractérisations

L objectif de cette section est de donner diverses caractérisations du processus
de Poisson homogene.

Théoreme 5.2.1. Soit N un processus de comptage. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) N est un processus de Poisson homogene ;

(ii) intensité de N est constante ;

(iii) N est un processus a accroissements indépendants et stationnaires.
Dans ce cas, il existe A > 0 tel que N; ~ P(At) pour tout t € Ry et A est le
parametre des assertions (i) et (ii).

Ce théoreme nous fournit diverses caractérisations, qualitatives ou quan-
titatives, du processus de Poisson homogene. L’équivalence entre (i) et (ii)

1. SiZ,---,Z, sont des variables aléatoires réelles indépendantes de lois exponentielles
de parametres A;,---, A, > 0, on vérifie en effet que min(Z;,---,Z,) ~ E(Aj+---+A,) et
]P(Z,' = I‘Ilil‘l(Zl7 ce ,Zn)) = A'i/Zj#i)*j'
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s’apelle théoreme de Watanabe. Enfin, I’homogénéité du processus réside
dans le fait qu’il est d’intensité constante.

Si I’on adopte la définition 5.1.1 du processus de Poisson homogene d’in-
tensité A > 0, on montre avec quelques calculs élémentaires que, puisque la
suite des instants d’inter-arrivée X1, Xy, - - - sont indépendantes et de mé€me loi
E(A), le n-uple (Ty,---,T,) possede une densité f,, définie par

(5.2.1)

Ale™ M G0 <t < o <ty:
fn(tla"'vtn):{ "

0 sinon.

Ce résultat quantitatif, anodin dans le cadre de la définition 5.1.1, est beau-
coup plus remarquable lorsque I’on adopte plutdt la définition qualitative (iii)
du processus de Poisson homogene issue du théoreme précédent. Dans cette
idée, montrons par exemple que (77, T») suit la densité f> en ne nous appuyant
que sur la définition issue du théoreme 5.2.1 (iii). Soient 0 <51 <t <52 <1
des réels et A =]sy,11]x]s2,%2]. En utilisant les propriétés de stationnarité et
d’indépendance des accroissements d’un processus de Poisson homogene, on
obtient successivement :

P((Ty,Ty) €A) = P(Ny, =0,N; —Ns, =1,N;, —N,, = 0,N,, — Ny, > 1)
= ]P)(NYI = O)P(Nl‘l—sl = I)P(st_[l = O)P<Nl‘2—52 Z 1)

Or, N; ~ P(At) pour tout t € R, d’ou
P((T1,T2) € A) = / A2e M dx .
A

Notons A la famille des pavés du type A =|s1,t1]X]s2,12] avec t; < 57 et
G ={(x1,x2) €R?: 0 <x; < x}. Alors, A est un n-systéme et 6 (A) = B(G)
donc, d’apres le théoreme de Dynkin, la formule ci-dessus est vraie pour tout
A € B(G). Les lois de (T1,T3), Ty et de T, — T} s’en déduisent aussitot, de
méme d’ailleurs que I’'indépendance des deux dernieres variables aléatoires.

Preuve. Montrons tout d’abord que (i) entraine (ii). Si N est un processus
de Poisson homogene d’intensité A, le théoréme 4.3.3 montre que X ~ E(A).
Dans ce cas, F' désignant la fonction de répartition de la loi £(A) :

t d s
/0 1—F—Ig()s) =—In(1-F(r)) = At, V1 € Ry.
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Soient 0 =Ty < T1 < T> < --- les instants de saut de N. Le théoréeme 4.6.1
montre alors que le compensateur de N est, si ¢ € [Ty, Ty11] :

At)=A i(Tn—Tn_])—i-/l(t—Tk) = At,

n=1
d’ou (if).
Prouvons maintenant que (i) implique (iii). Soit A I'intensité de N et .Z sa
filtration naturelle. Il suffit d’établir que pour tous 0 < s <f,x e RetA € .%; :

E14e™NN) = P(A)E Vi
Considérons pour cela le processus (Z;),>; tel que
7y = 14™ NN gy >

Comme N est un processus 2 variation finie et la fonction z € R > % est de
classe !, on a pourt >s:

dZ, =AZ, = l1pe ™% (eix(Nt*H) — em\[t*>dNt
= Z-(e"—1)dN..
D’apres la proposition 2.1.6, le processus M défini pour chaque t € R, par

M; = N; — At est une martingale. Or, Z; = 14, d’ou en introduisant cette mar-
tingale M :

. t .
Zi =14+ A(e"—1) / Z,~du+ (™ —1) /[Zu—dMu, vt > s.
N N

Puis, (Z;-);>s étant prévisible borné et comme 1’espérance de la variation
totale de M sur I’intervalle [0,¢] est majorée par EN; + At = 2At, I'intégrale

t
( / Z,dMu>
s t>s

est une martingale d’apres le théoreme 2.3.1. De ce fait, pour tout 7 > s :

. t
EZ = PA)+A(e"—1) [ EZ,ds
N
t

= PA)+A(e"—1) | EZ,ds.
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La fonction & définie sur [s,oo[ par & (t) = EZ; est donc solution de I’équation
différentielle

(1) =A(e"~1)&(1) Vi =5,

avec la condition initiale & (s) = IP(A). Par suite, pour tout ¢t > s :
El,e™N—N) —EZ, = (1) = P(A)eH )1,

Ainsi, N; — N; est indépendant de tout A € %, d’ou N est a accroissements
indépendants. De plus, en prenant A = 2, 0 au lieu de s et  — s au lieu de ¢
dans 1I’égalité ci-dessus, on en déduit que N; — Ny ~ N;_g, 1.e. N est a accrois-
sements stationnaires.

Montrons enfin que (iii) implique (i). Soit Z = (Z;);cr, un processus de
comptage a accroissements indépendants et stationnaires, et (7,),>; la suite
de ses instants de sauts. Dans un premier temps, montrons que Z; suit une loi
de Poisson. Fixons n > 1 et pour tout k = 1,--- , n, notons

St =Zitjn = Zg—yeyn = Y, Wk =1)t/n < 7, <kt/n}.

n>1

Par hypothese, la suite (S})x> est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi. De plus, dans chaque intervalle de temps borné, le
processus de comptage Z n’admet qu’un nombre fini de sauts. Par suite, p.s.
et pour tout n assez grand, chaque intervalle

(k—1)t kt

]—a_i|7 k= 17 1
n n

ne contient au plus qu’un seul instant de saut du processus Z. Dans ces condi-
tions, le processus (0, ),>1 tel que

n
on=) 1{S} >1},
k=1

vérifie p.s., 6, = Z; pour tout n assez grand. En particulier, (o;),>| converge
p.s. vers Z;. Nous allons maintenant déterminer la loi de Z; en calculant la loi
limite de o, lorsque n — o. On a :

P({S] > 1} = 1) = B(Z, > 1)
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Or, pour tous u,v € R,
P(Zyy=0)=P(Zy+v—2,=0,Z,=0) =P(Z, =0)P(Z, =0),

car les accroissements de Z sont indépendants et stationnaires. La fonction
u € Ry — P(Z, =0) vérifie donc la relation de Cauchy ce qui, puisque Z est
continu a droite, prouve qu’il existe A > 0 tel que

P(Z,=0)=e¢ ™ VuecR,.

Excluons dorénavant le cas trivial A = 0. En tant que somme de n variables
aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre 1 — e M/n,
onao, ~ B(n,1— e M/ ") et la loi limite de o, lorsque n tend vers oo est donc
P(At),d’ou Z; ~ P(At). Nous allons nous appuyer sur ce résultat pour établir
que Z est un processus de Poisson homogene i.e., pour tout n > 1, les accrois-
sements Ty, T, — T1,-- -, Tp — Tp—1 sont des variables aléatoires indépendantes
et de méme loi £(A). Prouvons ceci pour n = 2, la situation générale s’en
déduisant de méme. Soient 0 < 51 <1 < 53 <1 et A =|s1,t1]X]s2,2]. En uti-
lisant les propriétés de stationnarité et d’indépendance des accroissements de
Z, on obtient successivement :

]P)((Tlufz) EA) = ]P)(Zsl = 07211 _Zsl = 17252 _Zl‘l = 07Zt2 _ZSZ Z 1)
= P(Zy, = O)P(Z, s, = )P(Zy,_s, = 0)P(Zyy_s, > 1).

Or, Z,, ~ P(Au) pour tout u € R, d’ot
[P((fl,fz) GA) — €_)le)l,(l‘1 _Sl)e—l(H—Sl)e—l(Sz—tl) (1 _e—l(lz—sz))

= /A/pl,ze_lxzdxldXQ.

Soit A la famille des pavés du type A =|s1,t1|X]s2,52] avec 1) < 53 et G =
{(u1,u2) € R : 0 < uy <up}. Alors, A est un 7-systeme et 6(A) = B(G)
donc, d’apres le théoreme de Dynkin, la formule ci-dessus est vraie pour tout
A € B(G). Les lois de 1] et de 7, — 7 s’en déduisent aussitot, de méme que
leur indépendance. [

5.3 Paradoxe de ’autobus

Supposons que les instants de passage d’un bus a une station sont des réalisa-
tions de variables aléatoires 0 =Ty < T} < Tr < -- -, telles que (T, — T—1 )n>1
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sont indépendantes et de méme loi £(4). Le processus de Poisson (NV;);cr,
associé aux instants d’arrivée (7},),>1 compte donc le nombre de passages des
bus a la station en fonction du temps.

A Tinstant t € Ry, le temps de vie résiduel R; = Ty, 1 —t, ¢’est-a-dire ici
le temps d’attente d’un passager arrivé dans la station a I’instant ¢, vérifie pour
chaque x € R, d’apres (4.3.4) :

P(R; > x) _ efl(t+x) +2 /t efl(terfs)ds _ ef/lx,
0

i.e. R, ~ E(A). Il a donc méme loi que celle des inter-arrivées, ce qui peut pa-
raitre paradoxal car ce temps est en principe plus court que le temps séparant
les deux arrivées. En réalité, cette propriété traduit I’absence de mémoire de
la loi exponentielle.

On peut exprimer ce paradoxe autrement, en passant par le calcul de I’dge
courant a’instant ¢ représenté par la variable aléatoire C; =t — Ty,, autrement
dit le délai écoulé entre le passage du dernier bus et I’arrivée du passager a la
station. On a toujours C; < ¢. Par ailleurs, si x <1 :

P(C, > x) = P(N; = N;_x = 0) = P(N, = 0) = e **,

d’apres le théoréme 5.2.1. La variable aléatoire C; suit donc une loi exponen-
tielle tronquée en ¢, i.e. la loi de C; est :

e M8, (dx) + Ae Mg (x)dx.

Le temps total séparant deux arrivées successives d’un bus a la station est
donc
1 -2
E(Ty,+1—Ty,) =ER +EC, = I(2—e .

Lorsque t — oo par exemple, cette moyenne est deux fois plus grande que la
durée moyenne entre deux arrivées successives. Ce paradoxe est appelé pa-
radoxe de I’autobus ou paradoxe de l’'inspection ; il exprime le fait que 1’ins-
pection, i.e. I’observation du processus a I’instant #, a pour effet d’augmenter
la durée d’attente de I’arrivée suivante.
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5.4 Changement de temps

A un changement de temps pres, tout processus de Poisson homogene est un
processus de Poisson d’intensité 1. En effet, si N est un processus de Pois-
son homogene d’intensité A > 0, alors (N;/) );er, €st aussi un processus de
Poisson homogene, en tant que processus de comptage a accroissements indé-
pendants et stationnaire (voir théoreme 5.2.1), et d’intensité 1 car EN;/; = 1.
L’objet de cette section est de montrer que ce résultat se généralise aux pro-
cessus de renouvellement.

Théoreme 5.4.1. Soit N un processus de renouvellement dont la fonction de
répartition des inter-arrivées F est continue. On note A son compensateur et
pour toutt € Ry :

N,' = N;, avec T :inf{s >0:A, > t}.
Alors N’ est un processus de Poisson d’intensité 1.

Preuve. Dans un premier temps, montrons que N’ est un processus de comp-
tage. Tout d’abord, N’ est croissant et continu a droite car 7 et N le sont. Pour
montrer que AN; € {0,1} pour tout + € R, il suffit d’établir que N, = N}
pour tout t € R,. Comme Nj\t = Ng, , cecl suggere que N est constant sur
I'intervalle [z,7y,]. Or, d’apres le théoreme 4.6.1 (voir la relation (4.6.1)), A
est continu car F I’est aussi et, par suite, A est constant sur I’intervalle [z, Ta,].
Finalement, il suffit donc de prouver que N est constant sur tout intervalle
ou A lui-méme est constant. Pour prouver cette derniere affirmation, fixons
t € R, et introduisons ’événement B(t) tel que

B(t) = {(Ns— N;)1{A; = A;} > 0 pour un s > }.
SiThy=0<T; <Tp <--- estlasuite des instants de sauts de N, on a p.s.
B(t)c |J{Ar, =A,T—1 <1 <T,},

n>1

car, F étant continue, P(7,, = t) = 0. Cependant, d’apres le théoreme 4.6.1
(voir la relation (4.6.1)), on a pour tout n > 1 etz € [T,,_1,T,[ : Ar, = Ay si, et
seulement si F(X,) = F(t — T,_1). Par suite,

P(A7, =A,T,-1 <t <T;) = P(F(Xy) =F(s5),0 <s5<Xy)

— /:, 1{F(x) = F(s)}F (dx)
= 0.
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De ce fait, P(B(r)) = 0, d’ot P(B(r) pour un t € R;) = 0 par continuité a
droite, i.e. N est constante sur les intervalles de constance de A. Ainsi, N’ est
un processus de comptage.

En se basant sur le théoréme 5.2.1, il reste & montrer que (N/ —1),cr, est
une martingale. Notons .# la filtration naturelle de N et fixons n > 1. Comme
T, est un temps d’arrét, (N;a7, — AiaT,)icr, €st une martingale d’apres le
théoreme d’arrét (théoreme 2.1.4). Elle est aussi équi-intégrable car pour tout
e R+ :

}Nt/\Tn —Aint, | <n+Ar,

et, d’apres la relation (4.6.1) et le théoreme de Fubini :

B X dF(s) = [*P(X>y) o =
EA7, =nE A —I—F(s)_n/o —1_F(S)dF()_l.

Or, s1 0 <5 <t, 75 et T, sont des temps d’arréts et 7, < 7; p.s. d’ou, avec le
théoreme 2.1.4 :

E (Nr,/\T,, - AT,/\Tn

Fr,) = NgaT, — Agnt,.- (5.4.1)

De plus, N et A étant croissants :

|Noaz, —Agar,| < Ng, +As,. (5.4.2)

Remarquons que A;, =t car A est continu. De ce fait, comme 7,, " o p.s.
lorsque n " o par le théoreme 4.1.4, on a

EN, = r}i_?;loENr,/\Tn = AEEOEAT’/\T” <EA; =r.

D’apres le théoreme de convergence dominée et (5.4.2), on obtient finalement
E(Ng, —t|.%+,) = Ny, — s en faisant tendre n vers I’infini dans (5.4.1), ce qui
prouve que (N, —);cr, est une martingale. [J

5.5 Changement de probabilité

Le probléme posé dans cette section s’inspire du constat suivant : si { est
une probabilité sur N, alors u est absolument continue par rapport a la loi
v ="P(1). Dans le cas ou = P(A) par exemple, on a la relation suivante :

w(k) = e *"Daky(k), (5.5.1)
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pour tout k € N, d’ou I’expression de la densité de u par rapport a v. Cette
observation s’exporte au cas des processus de comptage par le biais du théo-
réeme de Girsanov (théoréme 2.5.1), comme nous allons le constater dans cette
section.

Le résultat suivant illustre la position centrale que le processus de Poisson
homogene occupe dans la théorie des processus de comptage. Dans ce qui
suit, les processus et les filtrations sont définis sur I’intervalle de temps [0, 7.

Proposition 5.5.1. Soient N un processus de comptage adapté a la filtration
F, d’intensité A et tel que ENp < 0. Soit L le processus tel que

1
Lo=1letdl =L <Z 1) (N, — Adr), W < T.
Supposons que ELT = 1, et notons Q la probabilité sur Fr telle que dQ =
LydP. Alors, sous Q, N est un processus de Poisson homogene d’intensité 1.

Preuve. D’apres le théoreme de Girsanov (théoréme 2.5.1) et le théoréme
2.1.6, le processus (N; —t);<r est une martingale pour la probabilité Q. Par le
théoreme 5.2.1, le processus de comptage N est donc, sous QQ, un processus
de Poisson homogene d’intensité 1. [

On peut compléter ce résultat dans le cas tres spécifique des processus de
Poisson homogenes.

Corollaire 5.5.2. Pour tout A > 0, on note P, la loi du processus de Pois-
son homogéne d’intensité A et € ’ensemble des trajectoires de processus de
comptage sur [0,T]. Alors, pour x € € :

APy (x) = A Te A= DT4p (x).

Sans surprise, on notera au passage la ressemblance entre cette relation et
(5.5.1), toutes deux obtenues dans des contextes « poissoniens ».

Preuve. Pour x € ¢, on note L(x) = (L;(x));cr, la fonction telle que Lo(x) =
letpourt <T:

ALy (x) = L, (x) (% 1) (dy — Adk).
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Le théoreme 9.1.3 montre que
Li(x) = A=,

Soit N le processus canonique sur I’espace probabilisé (¢, %(%),P,) et F
sa filtration naturelle. Si £, désigne I’espérance sous la probabilité P, , obser-
vons que, pour toutt < 7T :

E,L(N) =e* VR AN =1,

car N; ~ P(Ar) d’apres le théoreme 5.2.1. La proposition 5.5.1 montre alors
que, sous la probabilité u telle que du = LrdP,, N est un processus de Poisson
d’intensité 1. Par suite, pour tout borélien A C % :

PA) = 1(4) = [ Lr(x)dP, (),

d’ou le résultat. [

5.6 Estimation de ’intensité

Pour estimer I’intensité d’un processus de Poisson homogene, on peut envi-
sager deux scénarios différents, menant a deux estimateurs différents. Dans le
premier scénario, le processus est observé jusqu’a son n-éme instant de saut
alors que dans le second scénario, le processus est observé jusqu’a I’instant 7'.

Le processus est observé jusqu’a son n-ieme saut

Dans cette situation, 1’observation est la suite des n instants de sauts ou,
de maniere équivalente, la suite des n instants d’inter-arrivées. Comme les
inter-arrivées sont indépendantes et de méme loi, le modele statisque associé
a cette expérience aléatoire est {E(A)“", A > 0}.

Si on note (Xp,---,X,) un échantillon de la loi £(A)®", la méthode des
moments nous conduit a définir
3 n
=
im1 Xi
comme estimateur de A, puisque la moyenne d’une loi £(A) vaut 1/A. Noter
que la construction par maximisation de la vraisemblance meéne au méme
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estimateur, car la vraisemblance de 1’observation (Xp,---, X)) par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R’} est

,Cn(Xl, e 7Xn’l) — Al’le—l(Xl-F..._i_Xn)’

et le maximum est atteint pour la valeur A =n/(X; +---+X,).

Si ’estimateur A, est biaisé, il est convergent et asymptotiquement normal
pour I’asymptotique n — oo. En effet, d’apres la loi des grands nombres et le
théoreme central limite, on a pour tout A > 0 :

Ay 5 Let V(A —A) 55 N(0,42),

lorsque n — oo.

Le processus est observé jusqu’a l'instant T

L’ observation est ici une trajectoire d’un processus de Poisson homogene
sur I’intervalle de temps [0, T']. Le modele statistique est donc {P,A > 0}, si
P, désigne la loi du processus de Poisson d’intensité A > 0 sur [0,7].

D’apres le corolaire 5.5.2, ce modele statistique est dominé par la proba-
bilité P;. De plus, la vraisemblance du modele est, pour I’observation N de la
loi Py, :

L7(N;A) = ANre= (=D
Le maximum est atteint pour la valeur A = Ny /T, donc I’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est
~ N

A{T:T.

Cet estimateur est sans biais. Pour déterminer ses propriétés asymptotiques
et ainsi construire des intervalles de confiance ou des tests statistiques, il suffit
de se référer aux théoremes 4.2.1 et 4.2.2 qui donnent

Ar 55 det \/g(iT —1) 5 N(0,1),
lorsque T — oo.

Enfin, nous allons prouver que cet estimateur est optimal, au sens ou il est
de variance minimale parmi tous les estimateurs sans biais et d’ordre 2 (i.e.
qui appartiennent 4 L2 pour tout échantillon issu du modele statistique).
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Théoréme 5.6.1. (CRAMER-RAO) Pour tout estimateur { sans biais d’ordre
2ettout A >0, ona A ) )
E(Ar—24)"<E({-2)".

Preuve. Pour simplifier les écritures, on note £, 1’espérance sous P, et on
considere que 1’observation est canonique. Soit f la fonction définie pour tout
r € Ry par

f(r) =Eppin(f—=2).

Comme / est sans biais, f(r) = Ar et f/(0) = A. Calculons maintenant une
autre expression pour f(0). D’apres le théoreme de dérivation sous I’intégrale
et la relation dP, = Ly (.;A)dP; issue du corolaire 5.5.2,

) = Eil-A) L (Al +1)
= Eupn(f- l)(%lnﬁT (sA(r+1)).
Un calcul de dérivée montre que, si N est le processus canonique :
F'(0) =Bz (0= A)(Nr = AT).

En utilisant les deux expressions de f/(0), on trouve avec I’inégalité de Cauchy-
Schwarz :

A2 <y (0~ M)y (N — A = ATE, (0 - A,
car Nr ~ P(AT) sous Py, d’apres le théoreme 4.3.3. Par suite,

A A A
Ejy(Ar —A)? = T <E;(f—1)2,

d’ou le résultat. [

5.7 Files d’attente
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CHAPITRE 5. PROCESSUS DE POISSON HOMOGENE



Chapitre 6

Processus de Poisson inhomogeéne

6.1 Limites de I’homogénéité

Nous avons constaté dans le chapitre précédent que le processus des arrivées
de clients a un guichet peut étre modélisé, dans une certaine mesure, par un
processus de Poisson homogene. Or, il faut constater que le flux des arrivées
est plus important a certaines heures de la journée et a 1I’inverse moins tendu
sur d’autres plages horaires. Dans ce cas, I'intensité du processus subit une
modification en fonction du temps. De ce fait, pour étre plus proche de la réa-
lité, le modele poissonien homogene doit étre adapté de sorte que son intensité
évolue en fonction du temps. On peut considérer par exemple une intensité
égale a A; sur I'intervalle [0,#; [, puis A sur [t;, 5[+, avec 0 <tfg <1} < ---.

Cet exemple montre qu’il faut s’affranchir de I’hypothese de stationnarité
des accroissements du processus de Poisson homogene. Elle est remplacée
par une condition de continuité de la fonction moyenne.

Définition 6.1.1. Un processus de comptage N est un processus de Poisson si
(i) N est a accroissements indépendants ;
(ii) la fonction moyenne A : t — EN; est continue.

Pour mémoire, nous avons constaté dans les sections 1.3 et 3.2 que pour un
processus de comptage N a accroissements indépendants tel que la fonction
moyenne A est continue, pour tous 0 < s <¢, I’accroissement N; — N; suit une
loi de Poisson P(A(r) — A(s)).

73
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La condition de continuité (ii) de la définition précédente est en fait équi-
valente a cette propriété de la loi des accroissements. En effet, dans ce cas, on
a AN; ~ P(AA(t)). De ce fait, lorsque AA(f) #0, on a P(AN; > 2) >0, ce
qui contredit que N est un processus de comptage. On notera au passage que,
A étant alors continue, P(AN, = 1) =0, i.e. la probabilité que le processus de
Poisson ait un saut en un instant déterministe est nulle.

Par ailleurs, en adoptant toujours les notations de de cette définition, le
processus N — A est alors une martingale, car pour tous 0 < s < ¢, on a par
définition :

E(N, — A(t)|-F5) = Ny — A(t) + E(N; — Ng|.Z5) = Ny — As).
Plus généralement, on peut établir le résultat suivant.

Proposition 6.1.2. Dans le contexte de la définition précédente, les processus
N — A et (N—A)? — A sont des martingales.

Si la fonction A est a variation bornée, il existe une fonction localement
intégrable A : Ry — R, telle que

A(t) :/Oll(s)ds,Vt ER,. 6.1.1)

La fonction A est donc I’intensité du processus de Poisson N. Elle représente
la moyenne du taux instantané de sauts du processus, ce que I’on peut consta-
ter de maniere heuristique par la relation

N[+dl‘ _N[ ~ P(l (t)dt).

Reprenons le modele de comptage des arrivées de clients a un guichet. On
peut raisonablement supposer que le taux d’arrivée des clients est constant et
vaut A; sur chaque intervalle de temps [t;_1,%;[, avec 0 =19 <#; < ---.Si A est
la fonction telle que

k(l‘) = A pour? < [tl',l,ll'[,

le processus de Poisson inhomogene d’intensité A modélise le comptage des
arrivées successives des clients au guichet.

Malgré 1’abandon de 1’hypothese de stationnarité, le lien entre les proces-
sus de Poisson homogenes et inhomogenes est tres étroit, comme le montre le
résultat qui suit.
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Proposition 6.1.3. Soient A : R, — R, une fonction localement intégrable,
A définie comme dans (6.1.1) et A* Uinverse généralisée de A. !
(i) Si N est un processus de Poisson d’intensité 1, (N (t)),e]g+ est un pro-
cessus de Poisson inhomogéne d’intensité A ;
ii) SiN estun processus de Poisson inhomogéne d’intensité A, (Na»(;))ier,
est un processus de Poisson homogene d’intensité 1.

Preuve. (i) Comme A est continue et croissante, (N, (t))teR . estun processus
de comptage a accroissements indépendants. Puis, si0 < s <¢, on a

Na() = Nag) ~ P(A(1) = A(s)),

car N est d’intensité 1.
(ii) Notons .7 la filtration définie par % = 6(Np+(,),u < t) pour tout > 0.
Si0<s<t,

E(Nas| 7)) = E(Nar) =Nar) +Nas(y
= AoA™(t) = AoA™(s) +Nax(y
= Z‘—S—l—NA*(S),

car Np« () — Npx(5) est indépendant de 7" et de loi P(A*(t) — A*(s)), ce qui
montre que 'intensité du processus (Nax(,))ier, est 1. De plus, (Nyx())ier,
est un processus de comptage. D’apres le théoreme de Watanabe (théoreme
5.2.1), ¢’est donc un processus de Poisson d’intensité 1. [

6.2 Caractérisation de Rényi

Le dernier résultat nous donne directement la version « inhomogene » du
théoréeme de caractérisation de Watanabe (théoréme 5.2.1). En effet, avec les
notations de la proposition précédente, si N est un processus de comptage
tel que N — A est une martingale, alors (N, A (1) — 1)icr, €st a nouveau une
martingale. D’apreés le théoreme 5.2.1, (N A*(t))teR . est donc un processus de

1. Elle est définie par la relation :
A*(t)=1inf{s >0 : A(s) >1t}.

On rappelle que A* est continue & droite et que A o A*(r) =1.
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Poisson d’intensité 1. Finalement, la proposition 6.1.3 permet de conclure que
N est un processus de Poisson inhomogene d’intensité A.

L’ objectif de cette section est de donner une caractérisation du processus
de Poisson due a Rényi.

Théoréme 6.2.1. Soient T >0, N = (N;);¢(o,r) un processus de comptage et
A 1 [0,T] — Ry une fonction intégrable. Alors, N est un processus de Poisson
inhomogéne d’intensité A si, et seulement si

! P(Ntye —N; > 2
eNOi<r [ A(u)du

Preuve. Si N est un processus de Poisson d’intensité A, pour tous &,z >
0, Nie — Ny ~ P(J/"¢ A(u)du). La premiére relation est donc satisfaite et,
concernant la seconde, on a

JITE A (u)du)”

P(N; e — N, > 2) = ¢ h AW y° ( d

k>2

t+& 2
< ( ) (u)du) .
t
Or, d’apres le premier théoreme de Dini,

H—S)L
lim su / u)du =0,
8\0t§IT) t ()

d’ou la seconde relation.

Pour la réciproque, prouvons tout d’abord que les accroissements de N sont
indépendants. Dans la suite, un intervalle est toujours de la forme 7 =|s,?] et
on note Ny = N; — N; le nombre de sauts du processus N dans I’intervalle
de temps 1. Si {I},--- ,I;} représente une partition de I’intervalle |s,¢], alors
comme N est un processus de comptage :

k
IP)( m {Nli = O}) = P(]Vt :Ns) — ﬁe_f]il(u)du _ ﬁP(Nll _ 0)7
i=1 - .

par hypothese. Les événements {N;, = 0},---,{N;, = 0} sont donc indépen-
dants. Fixons maintenant € > 0 et deux intervalles [ et J. Il existe k,n > 1 et
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des partitions de [ et J, notées {Iy,---,I;} et {Ji,---,J,} et constituées d’in-
tervalles de longueur plus petite que €. Alors, en notant ¢ la mesure définie
par {(E) = [y A(u)du pour chaque borélien E de R,

k k
IP’(N 1N.:O> < P N, >2) < Y PN, >2)
1#; N, b)) < (lnllaxk I; _; I;

< (&) Y000 < k()

=1

o, par hypothese, k(&) tend vers 0 avec €. De méme,
n
IP’(NJ £ Y 1N, = 0}) < k(e)l(J).
i=1

Or, on a constaté plus haut que les variables aléatoires Y | 1{N;, = 0} et
Z;{:l 1{Nj, = 0} sont indépendantes. Par suite, pour tous entiers p,g, on a

|P(N; = p,N; = q) —P(N; = p)P(N; = q)| < 2x(e)¢(IUJ).

En faisant tendre € vers 0, on en déduit que les variables aléatoires N; et Ny
sont indépendantes. Plus généralement, on montre avec les mémes arguments
que pour tous g > 1 ety < --- <1y, Ny, — th—l ,-=+,Nt, — Ny, sont indépen-
dantes, donc que N est a accroissements indépendants.

Il nous reste a montrer que N; ~ P(£(I)), pour tout intervalle /. Notons ¢y
la fonction caractéristique de Ny :

@r(x) = Ee™  x € R.

Remarquons tout d’abord que, par hypothese,

|@r(x)] = |P(N;=0)+Ee"™1{N; > 0}|
> P(N;=0)— [Ee"™™ —P(N; = 0)|
> ot _ (1 —e_w)) >0,

des que ¢(I) < In2. Soit alors {I},--- I} une partition de I constituée d’in-
tervalles tels que ¢(I;) < In2 pour touti=1,--- k. Ona

¢;(x) = P(N; =0)+€"P(N; = 1)+ Ee™ W 1{N;, > 2}
e D) ™ (1 — e~ 1 0(1) G,
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ol, de maniere générique, O est une quantité positive qui tend vers 0 lorsque
max i ... x || tend vers 0. En particulier,

In gy, (x) = £(I;) (¢ — 1) + £(1,) .

Or, comme N, - -+, Ny, sont indépendants,

1nq)1 ZIH(P[ )(eix—l)—i—é(I)Sk.

En faisant tendre max ;i ...  |I;| vers 0, on en déduit que N; ~ P (¢(1)). O

6.3 Loi des sauts

Dans cette section, N est un processus de Poisson inhomogéne d’intensité A
et tel que, pour simplifier, A (o) = oo, ol I’0n a adopté la notation (6.1.1). De
plus,0 =Ty < T; < T, < --- sont ses instants de saut successifs. Pour chaque
n > 1, laloi du n-uple (Ty,---,T,) est supportée par I’ensemble A, tel que

A, = {(tl,"' 7tn) eRi T < <tn}-
Nous allons préciser cette la loi de ce n-uple.

Théoreme 6.3.1. Soitn > 1.
(1) La loi de (Ty,---,T,) a pour densité la fonction f définie pour tout
(tlv"' atn) € Ay, par

Ftre s ta) = A1) -+ Alty)e )

(2) Soientk>1,ny <--- <nydesentiersett) < --- <ty des réels positifs.
Alors, la loi conditionnelle de (Ty,--- ,T,,) sachant N, = ny,--- N, =
ny a pour densité la fonction g définie pour tout (sy,--- ,8n,) € A, par

k(n;— N A (s
st s = [ T

] )—A (t' 1)))1,‘7}’1,',1 {lifl<sni_1+1<"'<5ni§ti}’
= l 11—

avec les conventions ng = 0 et tg = 0.
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Le plus souvent, la propriété (2) est présentée dans le cas particulier k = 1.
Elle s’exprime sous la forme suivante : pour tout # > 0, la loi conditionnelle
de (Ty,---,T,) sachant {N; = n} a pour densité la fonction g définie pour tout
(s1,"-*,8n) € Ay, par

n!

g(st, -+ ,80) =A(s1) - -),(sn)wl[()’,}n(sl, e Sn)- (6.3.1)

Or, rappelons que si Y7,---,Y, sont des variables aléatoires réelles indépen-

dantes et de méme densité f, la statistique d’ordre 2(Y(1 )t ,Y(n)) admet pour
densité la fonction définie pour tout yy,---,y, € R par
nlf(yi)- fn)la, (155 n)-

De ce fait, la loi conditionnelle de (71,---,7,) sachant N; = n est celle du

réarrangement croissant de n variables aléatoires indépendantes et de méme
densité
A(s)

ml[o,t] (s).
Preuve. (i) Pour simplifier, on ne considere que le cas n = 2, le cas général uti-
lisant les mémes arguments. Soient 0 < s; <1 < sy <1 et A =|s1,11|X|s2,12].
Par indépendance des accroissements de N et comme N; — Ny ~ P(A(t) —
A(s)) pour tous 0 < s < ¢, on trouve apres simplication :

P((T1,1») €A) = P(Ny, =0,N, — Ny, =1,N;, =N, =0,N;, — N, > 1)
e (A(tl)—A(sl)> (eiA(tZ)_eiA(ZZ))

- /A A()A (v)e AV dudy, (6.32)

Notons <7 la famille des pavés du type |s1,71]X]s2,02] avec 0 <51 < 1] <53 <
tp. Alors, <7 est un m-systeme tel que o (%) = Z(A,). D’apres le théoreme
de Dynkin, la relation (6.3.2), qui est satisfaite par tous les éléments de .7,
peut étre étendue a tous les éléments de A(A;), d’ou le résultat.

Sit > 0, la loi conditionnelle de (77, ,7,) sachant {N; = n} a pour den-
sité la fonction g, définie pour tout (¢1,--- ,#,) € A, par

n!
gn(tla"' 7tn) = l(tl)"'l(l‘”)/ml[(),l‘}”(tl>"' 7tn)'

2. Presque sfirement, il existe une unique permutation aléatoire ¢ de {1,---,n} telle que
Yo(1) <+ < Yg(n)- La statistique d’ordre (Y(,>, e ,Y(n)) associée a I’échantillon (Y;,---,¥,)
est alors définie par ¥(;) = Y(;) pour touti = 1,--- ,n.
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(ii) Pour simplifier la preuve, on se contente de montrer la propriété (6.3.1).
Soit B € %(A). Alors, si I' = BN [0,¢]%, on a d’apres (i) :

P((Ty,T») €B,N,=2) = P((T1,) €B,T» <t <T3)
= / l t| t2 / l(t3)efA(’3)dt3)dt1dt2.

Par suite, puisque A (c0) = oo,
—9) — ,—A)
P((T],Tz) EB,M—Z) =e /A(l‘])/ﬂt(tz)dtldtz.
r
Comme N; ~ P(A(t)), il vient
2
P((T1, 1) € BN = 2) = 37 /Bl(tl)A(tz)l[o,t]zdtldtz,

d’ou le résultat. [J

Le résultat de ce théoreme 6.3.1 sera souvent utilisé par la suite pour établir
des résultats généraux de probabilité et de statistique. Il est aussi souvent utile
dans des problémes beaucoup plus ponctuels. Par exemple, considérons le
probléme de modélisation suivant. L’ objectif est de déterminer la loi, a chaque
instant, du nombre d’ordinateurs d’une certaine marque en état de fonctionne-
ment. L’instant d’achat de chaque ordinateur est modélisé par I’instant de saut
d’un processus de Poisson inhomogene N d’intensité A, et chaque ordinateur
a une durée de vie de fonction de répartition F. Par ailleurs, on suppose que
les durées de vie des ordinateurs sont des variables aléatoires indépendantes,
de méme loi, et indépendantes de N. Si T} et V} sont, respectivement, 1’instant
d’achat et la durée de vie du k-eéme ordinateur, le nombre d’ordinateurs en état
de fonctionnement a I’instant r > 0 est

t) = Z I{Tk+Vk2t}7
k=1

lorsque N; > 1, et 0 sinon. Soit ¢ la fonction caractéristique de O(z). Pour tout
xeR:

= Z P(N;, =n)E [eXp (ix Z I{Tk+Vk2t}) |Nt = n] .
k=1

n>0
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Or, d’apres le théoreme 6.3.1 et la remarque qui le suit, si Uy, --- , U, sont des
variables aléatoires indépendantes et de méme loi de densité A /A (¢) sur [0,1],
la loi conditionnelle de (7, --,T,) sachant N; = n est la méme que la loi de
la statistique d’ordre (U(y),---,U(y)). De I'égalité en loi

n n
Z I{U(k)-i-Vka} ~ Z I{Uk-i-Vth}’
k=1 k=1
on déduit que alors que

o(x) = Y P(N, = n) [Eexp (ixl{U1+V12t})] "= exp (p()A() (€ — 1)),

n>0

avec p(t) =P(U; +V; >t). Calculons p(t) :

plt) = /ﬁ/()tP(Ul—}—VlZﬂUl:s)l(s)ds
_ /ﬁ/ot(l—F(t—s))l(s)ds.

Nous avons donc prouvé que O(t) ~ P(p(t)A(t)).

6.4 Moyenne de I’intégrale de Stieltjes

Le processus N — A étant une martingale, on sait d’apres le théoreme
2.3.1 et la proposition 2.1.6 que si H est un processus prévisible borné (par
exemple), alors le processus défini pour chaque ¢ € R par

t
/O Hyd(N, — A(s))
est une martingale. En particulier,
t t
E / HydN, = E / H,A (s)ds.
0 0

L’inégalité qui suit établit un résultat similaire dans un cas ou I’intégrand n’est
pas prévisible.
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Corollaire 6.4.1. (FORMULE DE MECKE) Soientt c Ry et @ : NxRy - R
une fonction borélienne telle que

IE/Ot |@(N;,5)|dNg < oo.

Alors, z z
]E/ o(N,, s)dN, :]E/ O(N, +1,5)A(s)ds.
0 0

Preuve. Pour simplifier la preuve, on suppose que ¢ est bornée. Remarquons
tout d’abord que, s10 < 77 < 7> < --- désignent les instants de saut successifs
de N, alors

t N; Ny
E/O @(N;,s)dNy =EY o(N,.,T;) =EE[ Y o(N,,T;)|N;].
i=1 i=1

Soient n > 0 et Y7,---,Y, des variables aléatoires indépendantes et de méme
loi de densité A /A () sur I’intervalle [0,¢]. D apres le théoréme 6.3.1,

n

N
E[Y. oM. T) [N =n] =EY. g(n.1;) = nEp(n,13).
i=1 ’
Par suite, comme N; ~ P(A(t)),

t t 2{ s
IE/O o(N,,s)dN, — ]EN;/O 0N 5 175

= /Otl(s) Y on+ 1,5)e AL

n>0
t
= /qu(Nt+1,s)7L(s)ds,
0

d’ou la relation annongée. []
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6.5 Moments exponentiels

On rappelle que, si N est un processus a variation finie et sous les conditions
idoines sur le processus H, la notation H.N désigne le processus stochastique
défini pour chaque ¢t € R par H.N; = [{ H(s)dN;.

Théoreme 6.5.1. Soient A : Ry — R une fonction localement intégrable
et N un processus de comptage. Alors, N est un processus de Poisson in-
homogeéne d’intensité A si, et seulement si, pour toute fonction borélienne
h: Ry — Ry, le processus stochastique défini en chaque t € Ry par

t
exp ( —h.N; + /0 (1- e*h(s))l(s)ds)
est une martingale.

Le lecteur vérifiera que ce résultat est encore vrai lorsque 4, au lieu d’étre
déterministe et positive, est un processus prévisible et borné.

Il faut noter que ce résultat nous donne une autre caractérisation de type
martingale du processus de Poisson inhomogene, a mettre en parallele avec
celle de Watanabe (cf section 6.2). Par ailleurs, si N est un processus de Pois-
son inhomogene d’intensité A, on a pour toute fonction z : Ry — R et tout
teRy:

Ee "M — exp ( /Ot (1—eh) A(s)ds> .

Cette relation, qui donne donc la valeur des moments exponentiels de —A.V;,
porte le nom d’inégalité de Campbell.

Preuve. Dans la suite, .% désigne la filtration naturelle de N et, pour chaque
fonction borélienne 4 : R, — R, notons M”" le processus tel que pour tout
te R+ :

t
M = exp (—h.N, —{—/0 (1- e_h(s))l(s)ds)

Supposons tout d’abord que M" est une martingale pour toute fonction /.
En appliquant cette propriété a la fonction 7 = x1y, 1, avec x € Ret 0 < s <1,
on trouve directement

E [ex(Nt—Ns)

7] :exp<—(1—e_x)/stl(u)du).
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On en déduit que, d’une part, N; — Ny est indépendante de .%; d’apres le théo-
réme des classes monotones et, d’autre part, que N, — Ny ~ P([! A (u)du).
Donc N est un processus de Poisson d’intensité A.

Supposons maintenant que N est un processus de Poisson d’intensité A.
Considérons dans un premier temps le cas ou / est une fonction étagée de la
forme

h(u) = h(u;) lorsque u €Ju;, u; 1],
avec 0 =up <uy <---<u, =T.Soient 0 < s < t. Pour simplifier les calculs,
on impose Ui, = s et uyy| = t. Par indépendance des accroissements de N :

E[e_h'Nf|ﬁs} = e_h.NsE[eXP <_ ' kflh@ti)(NMHl _Nui)> )ES}
i=k+

{
— o hNs H Eexp(—h(”i)(Nui+1_N”i))'
i=k+1

Or, pour chaque i = 1, ,n, Ny, | — Ny, ~ P([, ' A(v)dv) d’o

Eexp (—h(ui)(Nu;,, —Ny;)) = exp (_ /:i+1 (1 —e*h(uf))k(v)dv).

Par suite,
4

E[e_h'Nf‘ﬁs] = e_h'Nsexp<— Z/

i=k+17 Ui
— ¢ Ns exp (— /t (1 — e_h(v))l(v)d\/),

ce qui entraine, au moins lorsque 4 est étagée, que le processus M est une
martingale. L’extension au cas général d’une fonction A borélienne positive
proceéde comme d’habitude par approximation par des fonctions étagées. []

Uj+1

(1- e_h(“i))l(v)dv>

Le résultat qui suit prolonge le précédent, mais lorsque la fonction /4 n’est
pas minorée.

Proposition 6.5.2. Soit N un processus de Poisson inhomogéne d’intensité A.
Alors, le processus L défini pour tout t € R par

L :exp</0t (A(s) — 1)ds—/otlnl(s)st>

est une martingale.
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Noter que I’intégrale de Stieltjes est bien définie p.s. car A est strictement
positive en tout instant de saut de N d’apres la proposition 2.4.4.

Preuve. Dans la suite, A désigne la fonction définie pour tout ¢+ € R, par
A(t) = J§ A(s)ds. Remarquons tout d’abord que L est solution de I’équation

L= 1+/0th (ﬁ — 1) (ANy — A (5)ds).

Comme N — A est une martingale, L est donc une martingale locale positive
(théoreme 2.3.1). Dans le but de montrer que L est une martingale, calculons
EL.Si0=Ty < T <Tr < --- désigne la suite des instants de sauts de N,

t N 1 ] 1
Eex (—/ln/lst):]E —:EE[ N].
P~y In2)ane) =E T =8 T 7 1M
Or, pour tout n > 0, si Y,---,Y, sont des variables aléatoires indépendantes

et de méme densité A /A (¢) sur [0,7], on avec le théoreme 6.3.1 :

LU | LU | I \n ro\"
=l == = (Ez(yl)> - (m) '
Par suite, comme N; ~ P(A(t)) :

Eexp (—/Otlnl(s)st> :E</ﬁ>Nl = exp <—/Ot (A(s) — l)ds),

d’ou EL; =ELy = 1. Ainsi, L est une martingale d’apres la proposition 2.1.7.
4

6.6 Amincissement

Lorsque le comptage des arrivées de clients dans un magasin est modélisé
par un processus de comptage, quel modele décrit le comptage des arrivées
des clients de plus de 18 ans ? On le voit ici, le second modele consiste a
extraire du premier un évenement d’un certain type, en marquant les clients
majeurs. Plutdt que d’extraction, on parlera d’amincissement. Le procédé est
décrit dans la définition qui suit, dans une version plus générale.
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Définition 6.6.1. Soient p : R — [0, 1] une fonction borélienne et N un pro-
cessus de comptage d’instants de sauts Ty < Tp < ---. On appelle amincisse-
ment de N le processus M tel que pour chaque t € R,

N;
M =Y 7
i=1

ou, conditionnellement a N, les variables aléatoires Z1,Z,,--- sont indépen-
dantes et chaque Z; a pour loi B(p(T;)).

L’un des faits remarquables d’une telle opération est que le processus amin-
cit conserve une structure poissonienne, comme le montre le résultat qui suit.

Théoréme 6.6.2. Soient p : Ry — |0, 1] une fonction borélienne, N un pro-
cessus de Poisson inhomogene d’intensité A, et M I’amincissement associé a
N. Alors, les processus M et N — M sont deux processus de Poisson indépen-
dants d’intensités respectives pA et (1 —p)A.

Ce théoreme est a mettre en perspective avec le résultat simple et clas-
sique —quoique remarquable— suivant : soient P,&;,&,, -+ des variables aléa-
toires réelles indépendantes telles que P ~ P(u) et les &; ont toutes méme
loi. Pour tout borélien A C R, S4 compte le nombre de variables aléatoires
parmi &;,- -+, &y qui tombent dans A. Alors, Sy ~ P(uP(&; € A)) et, si B est
un autre borélien disjoint de A, S4 1L Sp.

Preuve. Soit D le processus stochastique défini pour tout t € R+ par D; =
Ny — M,. Fixons k > 1, des réels 0 =19 <t < --- < . 1l suffit de mon-
trer que les vecteurs aléatoires (M;,,M;, —M,,,--- .M, —M,_,) et (Dy,,D;, —
Dy, ,Dy, — Dy,_,) sont indépendants et de lois respectives ®i~‘:173(a,~) et
®K_,P(b;), ot on a noté :

ti 1

a; = p(x)A(x)dx et b; = / (1= p(x))A(x)dx.

i1 i1

Soientny,--- ,ng, my,--- ,my des entiers tels que m; < n; —n;_ (avec la conven-
tion ng = 0), (U;)>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
U0,1] et, pour tout s € R, B} = 1{U; < p(s)}. En préliminaire, remarquons
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que d’apres le théoreme 6.3.1,

(ﬂ {Mfz M, —ml}|ﬂ{Nt, —’%})

nz nz 1 i—ni_1)! ’ff”i—ll .
/ mi) (” ni-1) IT,., n.n.(sj)dsj,
(A(t) —A(ti-q))"

avec I} = {(s1,- -+ ,Sp—n,_,) E R it <51 < - < Sp—p,_, < 1i}. Par
suite, on trouve en n’ordonnant plus les termes de I; :

(ﬁ Mtz M, 1_ml}|m{Nt,—”t}>

(1L, o oy D Rl
5 J

m i
] = (A(t:) = A(tiy)) !
H( S 1) a:nib?i—niq—mi |

P\ M ) (A() = At-)

On déduit de ce calcul que

dsy sy, |

k
k

1
—]
VS
=
ER
T

amlbnl Mi—1—Mmj
i Vi B B
) (A (tl') —A(tl.il))ni*n,;l P(Nzl =ny,..., Ny = ”k)

d’ou le résultat énoncé. [

Le résultat qui précede admet une réciproque partielle.

Théoréme 6.6.3. Soient p € [0, 1] et N un processus de comptage tel que pour
toutt € Ry, Ny admet des moments de tous ordres. Notons M |’amincissement
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associé a N et supposons que, avec les notations de la définition 6.6.1, la suite
(Zi)i>1 est indépendante de N et chaque Z; suit la loi B(p). Si les processus
M et N — M sont indépendants, alors N est un processus de Poisson.

Preuve. Soient D le processus définipar D=N-M,k>1et0=1<1t <
.- <. On note aussi f : [0,1]¥ — [0, 1] 1a fonction génératrice des moments
de (Ny,,Ni, =Ny, -+ ,N;, — N;,_,), i.e. pour tout x = (x1,--+ ,x;) € [0, 1]%

k
Nli _Mz 1
=E]]x
i=1
Comme chaque N; posséde des moments de tous ordres, remarquons que f est
de classe €. Par indépendance, on trouve pour tous x = (x1,--- ,x;) € [0, 1]¥

ety = (ylv"' 7yk> € [Ovl]k

k k k
My —M;. . Dy—Dy, M, —M;, Dy, —Dy,
E]x" 'y, = (El [ f—') (E| [ " ’l—‘). (6.6.1)
i=1 i=1 i=1

Or, par construction, pour tous entiers 0 =ng <np < --- < ny :

(ﬁx l l Drt 1

1=

=

Nti:ni,Vizl,m,k)

n;
:E k xzjln 1+1 I Z} =n; 1+l(lizj)

i=1

1

nj—1

(pxi+(1=p)yi)" ",

I
:»

I
—_

car les variables aléatoires (Z;);>; sont indépendantes et de méme loi B(p).
Ceci conduit apres sommation a la relation

IEH ’1

P f(pxt (1-p)y).

Si 1 désigne le vecteur de R* dont toutes composantes valent 1, on déduit de
la relation ci-dessus et de (6.6.1) que

f(px+(1—=p)y) = f(px+(1—p)1)f(pl+(1-p)y).
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Dans la suite, pour tout sous-ensembles finis 7,J de Uyso{l,---,k}’, .y
(resp. d; et dy) désigne I’opération de dérivation par rapport aux coordon-
nées (x;)ies et (y;) jes (resp. (xi)ier et (y}) jes) (noter que cette notation inclus
notamment la dérivation a tous les ordres). L’égalité précédente entraine que

orsf(px+(1—p)y) = dif (px+(1—p)1)dsf(pl+(1—p)y). (6.6.2)

En particulier, en prenant x = y = 1, on trouve pour tous /,J :

I f(L) =arf(1)dsf(1).

Or, comme, par définition de f, A; = dy; f(1) = E(N, — N;,_,) pour tout i =
-, k, on en déduit par récurrence que

orf(1) =TTA;

jeJ

En posant y =0, x =1 et J = 0 dans (6.6.2), et en permutant les roles de I et
J, on constate alors que

8Jf p]l p]l H),

jeJ

De méme, en posant x =y =0, et [ = @ dans (6.6.2), on trouve
dsf(0)=9d,f (p1) f((1—p)1)
ce qui donne, d’apres ce qui précede,

9:£(0) = f(p1)f((1-p)1) [TA;-

jel

Par ailleurs, on vérifie sans difficultés que pour tous entiers ny,- - - , 1,

k
ajf( ) (Ntl nlthz _Ntl =Nz, - 7le _Nl‘k71 :nk) Hni!a
=

lorsque J est I’ensemble constitué de n; répétitions de I'indice 1, de ny répé-
titions de I’indice 2...., et enfin de n; répétitions de I’indice k. De ce fait,

ko m
IP)(Jvl‘l :n17Nt2_Nt] =ny, - 7le_Nl‘k,1 :nk) :f(p]l)f((l _p)]l) #7

i=1 "t
ce qui montre que les variables aléatoires N; ,N;, — Ny, -+ Ny, — Ny, sont

indépendantes et que, pour chaque i = 1,--- ,k, N, — N, , ~ P(A;). Donc N
est un processus de Poisson. []
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Chapitre 7

Statistique des processus de
Poisson

7.1 Estimation par vraisemblance

Cette section est consacrée a 1’estimation non paramétrique par maximisa-
tion de la vraisemblance de 'intensité d’un processus de Poisson inhomo-
géne observé sur Iintervalle de temps [0, T]. Nous allons constater que cette
approche, utilisée dans le cadre homogene, ne donne pas de résultat dans le
cas inhomogene.

Si P, désigne la loi du processus de Poisson inhomogene d’intensité A €
L'([0,T]), le modele statistique s’écrit {P;,A € £}, o &2 C L!([0,T]) est
un ensemble de parametres fixés.

Pour simplifier, on suppose que & contient toutes les fonctions de I.? ([0, T])
minorées par € > (. Calculons tout d’abord la vraisemblance du modele sta-
tistique en suivant la démarche adoptée pour le processus de Poisson homo-
geéne. Soient N un processus de Poisson inhomogene d’intensité A € & et L
le processus stochastique tel que pour tout s < 7 :

L= 1+/0th (ﬁ — 1) (ANy — A (5)ds).

Noter que I’intégrale de Stieltjes est bien définie p.s. car A est strictement po-
sitive en tout instant de saut de N d’apres la proposition 2.4.4. La proposition

91
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9.1.3 donne
AN

L = exp(/oz(l(s)—l)ds)n}t(s)

s<t

_ exp(/ot (x(s)—1)ds—/0t1nx<s)dzvs).

En particulier, EL7 = 1 (théoréme 6.5.2) donc la mesure Q définie par dQ =
L7dP est une probabilité. D’apres la proposition 5.5.1, sous Q, N est un pro-
cessus de Poisson d’intensité 1. En reprenant la démarche de la preuve du
corollaire 5.5.2, on en déduit que le modele statistique {Py,A € &} est do-
miné par P; et, plus précis€ément, que

dPl(x):exp</OT (l(s)—l)ds—/OTlnl(s)dxs>dP;L(x),

ol x € ¥, I’ensemble des trajectoires des trajectoires de processus de comp-
tage sur [0, T']. Pour ’observation de la trajectoire N, la vraisemblance s’écrit
donc

ET(NJL):exp(/OTlnl(s)st+/OT(l—/'L(s))ds).

Supposons qu’il existe un estimateur du maximum de vraisemblance. Alors,
ce point, noté A, est un point critique de la fonctionnelle ¥ : & — R définie
pour tout A € & par

W) = /0 " 1A (5)dN, — /0 " A (s)ds.

Or, pour tous A,h € & :
T

WA +h) = /OTln(QL(s)Jrh(s))st—/o (A(s) + h(s))ds
_ qf(z)+/OT1n (1+%)st—/oTh(s)ds

_ ‘P(?L)+/0Th(5)d<%-Ns—S> +0(h|),

||| désignant la norme dans IL?([0, T]). Par suite, si (., .) est le produit scalaire,
la différentielle ¥’ de ¥ vérifie, pour tout i € L.2([0,T]) :

W), ) :/()Th(s)d(%.Ns—s)
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Mais A est un point critique de ¥ donc (¥/(2),h) = 0 dés que h € L2([0, T]).
En particulier,

i r i
i.N,—t:/o I[OJ](s)d(i.Ns—s) —0vielo,T],

ce qui est impossible car (1/4).N n’est pas continu. L’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance n’existe donc pas.

7.2 Estimation par projection
7.3 Test d’homogénéité
7.4 Théorie de la fiabilité

La théorie de la fiabilité étudie les défaillances d’un matériel comme, par
exemple un ordinateur, une ampoule, un composant électronique... Lorsque
ce matériel subit une panne, on suppose que la réparation est instantanée.

Cette section comporte deux volets. Tout d’abord un volet modélisation,
dans lequel nous allons construire un modele associé a cette expérience aléa-
toire. Puis, un volet statistique consacré a I’estimation dans ce modele.

Modélisation

Dans la suite, le processus de Poisson inhomogene N modélise le nombre
de pannes du matériel, i.e. N; est la variable aléatoire qui compte le nombre
de pannes survenues jusqu’a I’instant 7.

Le probleme est alors de donner une forme pour I’intensité de N, désignée
par A dans la suite. De maniére heuristique, comme

P(Nitar — Ny = 1) = A(1)dr,

A(t) est le taux de la probabilité pour que la durée de vie du matériel vaille
t +dt sachant qu’il a vécu ¢ unités de temps. Si X est la variable aléatoire qui
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représente la durée de vie du matériel, cette heuristique nous mene a la forme
suivante :

A(t) = lim lIP’(t<X§t+£|X>t), (7.4.1)

eNO €

sous réserve d’existence de la limite. Définie sous cette forme, 1’intensité
porte alors le nom de taux de défaillance. La forme caractéristique d’un tel
taux est représentée par une « baignoire », comprenant une premiere por-
tion décroissante qui correspond au rodage du matériel, suivie par une portion
constante, le temps de vie utile du matériel, pour se terminer par une portion
croissante, manifestation de ’'usure du matériel. Le phénomene d’obsoles-
cence programmée se caractérise par le fait que le taux de défaillance est
infini a partir d’une certain instant.

Supposons que la durée de vie X du matériel possede une densité continue
et strictement positive f. On trouve a partir de (7.4.1) :

1 .1 rtE f(t)
MO =1FD ?{%E/l Fi)ds =T =Fay

F désignant la fonction de répartition de X. Remarquons que F () # 1 car f
est strictement positive. En intégrant cette relation, il vient

In(1-F(t)) = —A(t),

A1)

ol I’on a adopté la notation (6.1.1). On en déduit que F(r) =1 —e " et
finalement, par dérivation, que
() =A)e ™20, (7.4.2)

Les études empiriques font souvent état du fait que, au moins dans les études
de fiabilité d’un matériel, InA(¢) est une fonction affine de Inz. Mettons alors

A sous la forme 5 ;
t -1
At) = p <E> : (7.4.3)

pour des parameétres o, 3 > 0. La relation (7.4.2) donne alors, aprés un calcul

sans difficultés : 5 ;
t\B-1 _ B
N (t/a)
f6)=E(=)" e,
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11 s’agit de la densité de la loi de Weibull de paramétres o et B, notée W (a, B),
une loi bien connue et souvent utilisée en fiabilité pour ces raisons. Le pro-
cessus de Poisson inhomogene d’intensité A définie par (7.4.3) s’appelle pro-
cessus de Weibull. D’apres (7.4.3), le cas B = 1 correspond a un matériel qui
ne s’use pas, donc « sans mémoire » ; rien d’étonnant alors que 1’on retrouve
dans ce cas la loi exponentielle pour f, ainsi que le processus de Poisson ho-
mogene pour N.

Estimation

Le processus de comptage des défaillances du matériel est modélisé par un
processus de Weibull N d’intensité A donnée par (7.4.2). Ayant observé les
n premiers sauts d’une réalisation de N, i.e. les n premiers instants de panne
du matériel, on dispose d’une réalisation (¢, ,t,) des n premiers instants
de sauts (71,---,T,) de N. D’apres le théoreme 6.3.1, la vraisemblance L, du
modele est

La(ti, -+ s, B) = Aty) - Aty)e A0
B " n —(t,/a)P
= (gp) f)e /e,
car A(r) = (t/a)P. Un calcul fastidieux montre que le maximum est atteint
pour la valeur (¢, ) telle que
1 “ 1
—=Int,— - Int;et Ina =Int, — = Inn.
B n & B
Par suite, I’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre (@, ) est
(0, Byy) défini par
1 1 & . 1
— =InT,— - ZlnTi etln&, =InT,— —Inn.
iz

n n

Dans la suite, on détermine les lois de ces estimateurs.

Théoreme 7.4.1. La variable aléatoire B /B, suit une loi y(n—1,1/n). De
plus, la fonction de répartition de la variable aléatoire 3, In(&, /) vaut, en
chaque x e R :

nnfl

o e
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Si Yo, désigne la fonction de répartition de la loi lzzn

Ce théoreme permet, en théorie du moins, de construire des intervalles
de confiance pour les valeurs de o et 3. Cependant, cette observation ne
concerne en pratique que f3, car le résultat concernant ¢ fait appel a une loi
non tabulée. Pour déterminer un intervalle de confiance sur la valeur de o, on
s’oriente donc plutdt vers un comportement asymptotique, lorsque n — oo, de
BnIn(&, /). A cet égard, on peut montrer que

Vi % £ p0,1),

Inn

lorsque n — oo.

Preuve. Notons L; = A (T;) = (T;/a)P pour tout i = 1,--- ,n. Une utilisation
du théoréme 6.3.1 nous montre que la densité du n-uple (Ly,---,L,) est

e "1y, (ur,- - uy).

En particulier, la variable aléatoire L, suit la loi y(n, 1) de densité

n—1

_u
e U W 1R+ (I/l) .
Ainsi, la loi conditionnelle de (Ly,---,L,_) sachant L, = u admet pour den-
sité ( Y
n—1)!
WIArH(”lv T ,Mn—l)-

Autrement dit, cette loi conditionnelle est la loi de la statistique d’ordre de
(n—1) variables aléatoires (Uj, - - - , U, ) indépendantes et de méme loi /[0, u].
Par ailleurs, on observe que

1 n
E:mg——ng
ni=

n

La loi conditionnelle de 3/ f3, sachant L, = u est donc la loi de

1

ln—l
1——)1 2V U,
( nu— Y Inl

n
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Si ¢ est la fonction caractéristique de la variable aléatoire InU;, on montre
que pour toutx € R :

elen u

o) = 1+ix

Par suite, ¢ désignant la fonction caractéristique de la loi conditionnelle de
B /B sachant L, = u, on trouve pour tout x € R :

1

_ ix(1=1/n)Inu 4 n—1 _
(p(x)—e ¢( X/I’l) - (1_ix/n)n_17

qui est la fonction caractéristique de la loi y(n— 1,1/n), ce qui prouve la
premiere assertion du théoreme. Au passage, noter que I’on a aussi prouvé
I’indépendance de /B, et L.

Pour prouver la seconde assertion du théoréme, observons tout d’abord que

" 3
ﬁnlnE” +Inn = &lnLn.

B

Or, nous avons établit que L, ~ ¥(n,1) et B /B, est indépendant de L, et de loi
y(n—1,1/n). En particulier, 2L, ~ x3.. On en déduit que, pour tout x € R :

s oy
P(ﬁnlng—l—lnngx) = I[D(Lnge ﬁ/ﬁn)
= /0 IP’(L,, < exz)g(z)dz
= /O Xon (26%) g(2)dz,

si g est la densité de la loi y(n—1,1/n), d’ou le résultat. (]
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Chapitre 8

Fonctionnelles de Poisson

8.1 Espace de Poisson

Un processus de comptage est entierement représenté par la suite de ses ins-
tants de sauts. Autrement dit, sur I’intervalle de temps [0, 7], une autre repré-
sentation possible d’un tel processus consiste a « jeter » aléatoirement un
nombre aléatoire de points dans [0, T].

Sous cet angle, on peut définir simplement un espace probabilisé, dans
lequel le processus canonique est un processus de Poisson d’intensité A :
[0,T] — R.. Soient

n
Q={Y 6, neNet0<t <1< <ty},

i=1
qui représente I’ensemble des configurations possibles d’un processus de comp-
tage sur [0,7T], et N le processus canonique sur £ défini pour tout @ € Q et
t €10,T] par

Ni(@) = o([0,1]).

Dans la suite, 71 < T, < --- désignent les instants de sauts successifs de N, de
sorte que tout @ € {Ny = n} s’écrit sous la forme

n
= Z 6Tk'
i=1

Enfin, IP est la loi sur £2 du processus de Poisson d’intensité A, sous laquelle
N est donc un processus de Poisson inhomogene d’intensité A, et (F),¢[o,7]

99



100 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES DE POISSON

est la filtration naturelle engendrée par N. L’espace probabilisé (Q,.Z%,P)
s’appelle espace de Poisson.

8.2 Représentation en chaos

Dans la suite, A est la fonction définie pour tout ¢ € [0, 7] par A (t) = [5 A(s)ds
et le processus M est le processus défini par

M=N-A.
Rappelons que M est une martingale (cf proposition 6.1.2).

Pour tout n > 1, >([0,7])°" est le sous-ensemble de L.2([0, T],dA )" ~
IL2(]0,T]", (dA)®") constitué des fonctions symétriques. Par extension, 1’es-
pace 12(]0,71)°° sera assimilé a I’ensemble des réels. Les symboles (., ), et

||.]|» désignent respectivement le produit scalaire et la norme dans 1’espace
L2([0,TT)°".

Définition 8.2.1. Pour n > 2 et f, € IL>([0,T|°", I'intégrale multiple d’ordre
n de f, est définie par

T rty ty
L(f) = n!/ / . / Fultt, - t)dM,, - dM,,.
0o Jo 0
Dans les cas n =0 et n =1, les intégrales d’ordres 0 et 1 sont définies par
T
hifo) = foet h(f) = [ rie)a,

pour tous fy € R et fi € L2([0,T])°.

De maniére équivalente, les intégrales multiples I,(f,) peuvent étre défi-
nies de maniere itérative via la relation :

T
In(fn) = n/o Il’l—l (fn(th)l[()’tn*]nfl)thn, (821)

pour toutn > 1.
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Ces intégrales multiples existent sous les conditions de la définition, et
conservent une structure de martingale en tant qu’intégrales itérées de pro-
cessus prévisibles contre la martingale M (cf théoréme 2.3.1). Le fait majeur
dans cette construction est qu’elle possede une propriété d’isométrie, consé-
quence de I'isométrie d’Itd, comme le montre le résultat qui suit.

Théoreme 8.2.2. Soient n,k > 1, f, € L2([0,T])" et g € L2([0,T])°*. Alors,

EL (fu)Ik(8k) = n!(fus 8)n 1 {n=1y}-

Preuve. Dans la suite, f, et gx désignent implicitement, pour tous n,k > 0, des
éléments de IL?([0, T])°" et .2([0, T])°*. D apres la proposition 6.1.2, M? — A
est une martingale. L’isométrie d’Itd6 (théoreme 2.3.2) donne donc pour tous
fietr €[0,T]:
EL (fil,1)* = [lfiljoq -
Formulons I’hypothese de récurrence suivante : pour un n > 1, on a pour tous
faett€[0,T],
2 2

EZ, (fnl[o,t—}") = ”!”fnl[o,t]"Hn-
La relation (8.2.1) et le théoreme 2.3.2, montrent que la propriété est encore
vraie a ’ordre n + 1. Par suite, lorsque t =T :

Eln(fn)z :”'anH%

De méme, on établit que EIL,(f,)I,(gn) = n!{fn,gn)n- La derniére partie du
théoreme (cas n # k) se montre de méme, par récurrence sur n > 1, mais avec
I’hypothese de récurrence :

ELy(faljo 1)k (g1, 1x) =0,

pour tout k =0,---,n—1, f,, gx ett € [0,T]. Noter que pour n = 1, la rela-
tion est évidente puisque le processus (71 (fi1)o))ie[o,r] €St une martingale
d’apres le théoreme 2.3.1 et Ip(gp) est une constante. [

Théoréme 8.2.3. Pour toute variable aléatoire Z € 1L.2(Q, Fr,P), il existe
une suite (f,)p>1, avec f, € L2([0,T))°" pour tout n > 1, telle que

Z=EZ+ Y L(fy)

n>1

Preuve.
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Chapitre 9

Annexe

9.1 Fonction a variations bornées

Soit F : R; — R une fonction continue a droite. Pour une subdivision & =
{a=1ty <t <---<t, =b} del'intervalle [a,b] C R, on considere la varia-
tion de f sur la subdivision S :

n—1
Viay = i;) |F (tiv1) = F ()]

Si &’ est une autre subdivision telle que S’ C S, V[‘Zb] > V[f b La variation
totale de F sur I'intervalle [a,b] est alors définie par

Vias) = sup Vis s

le supremum étant pris sur I’ensemble de toutes les subdivisions de [a,b]. On
dit alors que F' est a variation finie si V},; < oo pour tous 0 < a < b. En
particulier, toute fonction monotone est a variation finie, de méme que toute
fonction de classe €. Par ailleurs, toute fonction F 2 variation finie possede
une limite & gauche en chaque point. On note alors, pour tout t € R, F(¢7)
la limite a gauche ent et AF(¢) le saut de F ent, i.e.

F(t7)= li;nF(s) etAF(t)=F(t)—F(t),
s/t
en convenant que F(07) = 0.

Le résultat qui suit est a la base de la construction de 1’intégration par
rapport a une fonction a variation finie.

103
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Théoreme 9.1.1. A toute fonction F : Ry — R continue a droite et a variation
finie, on peut associer une et une seule mesure de Radon notée Ur telle que
pour toutt € Ry :

F(t) = pr([0,1]).

Pour une fonction f : R, — R localement intégrable par rapport a Ur,
I’intégrale de Stieltjes de f par rapport a F est définie par la relation

t
| rars)= [ fs)ue(ds)
0 10,¢]
La formule qui suit est d’utilité constante dans la manipulation des inté-
grales de Stieltjes.

Proposition 9.1.2. (INTEGRATION PAR PARTIE) Soient F,G : R, — R deux
fonctions continues a droite et a variations finies. Alors, pour toutt € R :

FIGO) = FO)GO)+ P (s)dG(s) + / " Gs)dF (s)
= /()[F(s_)dG(s) + /Ot G(s™)dF(s) + ;AF(S)AG(S).

Pour conclure cette section de rappels sur I’intégrale de Stieltjes, on men-
tionne enfin un résultat particulierement utile. Dans la suite, pour une fonction
cadlag F : Ry — R a variation bornée, on note £(F) son exponentielle de Do-
léans, définie pour tout r € R par

g(F)t _ H (l _i_AF(S))e,FC(I)*F“(O)7

s<t

ou F¢ est la partie continue de F :

F(r)=F(t)— Y AF(s).

s<t

Théoreme 9.1.3. Soit F : R — R une fonction cadlag et a variation bornée.
Alors, I'unique solution localement bornée de I’équation linéaire

t
X, :X0+/ X,-dF(s), t € Ry,
0

est donnée par
Xt - X() 5 (F)l‘ .
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9.2 Marches aléatoires

Théoreme 9.2.1. Soit S,, = X; + ... + X, une marche aléatoire centrée et on
suppose la loi de X| non-arithmétique. Alors pour tout x € R et tout € > 0, le
temps d’arrét

t=inf{n>1:1S,—x| <e},

vérifie P(T < +oo) = 1.

9.3 Approximation de fonction
Théoreme 9.3.1. Soient F une fonction de répartition et a la fonction définie
pour toutt € Ry par
*  dF(s)
a(x) —/0 —F()
Alors, il existe une suite de fonctions continues a gauche (ap)n>1 telle que

an(x) — a(x) pour tout x € Ry tel que a(x) < oo.

Preuve. Soit z > 0 tel que a(z) < oo. Pour une subdivision {0 = t(gn) <o <

t,(,n)} de R dont le pas tend vers 0, on note aussi

F(ti) —F(ti-1)
)= L (T )

pour tout x € [0,z]. La fonction a,, est continue & gauche, et on a de plus pour
tout x € [0,z] :

1 (x) = /O " () F(ds),

avece

/ 1

fa(x,s) = (—lnns>lnnx_

n(x,5) ,221 l; TR () Ly, oy (%)
Remarquons que si n est assez grand, il existe 1 > 0 assez petit tel que

1
fu(x,s) < ml[o,x+n}(s)a
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et la fonction de droite est intégrable par rapport a dF'. De plus, sis € Ry :

‘ 1
lim f,(x,s) = T(r)l[o,x] (5)-

Par le théoreme de convergence dominée, on a

lim a,(x) = /(;C&S)) = a(x),

n—yoo 1—F(s™

d’ou le résultat. [



