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Problématique conditions de transparence

© Pour des raisons par exemple numériques, on peut étre amené a
remplacer des conditions a l'infini (pbs extérieurs) par des
conditions au bord de type transparentes.

© Ces conditions peuvent étre de type Dirichlet, Neumann (ordre
0), Robin (ordre 1) ou bien Wentzell (ordre 2). Ici l'ordre est a
comprendre comme ordre d’approximation au bord.

© Le nouveau probléme a résoudre est donc posé sur un ouvert
borné, avec des conditions au bord "compliquées".
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Condition de Wentzell

Un probléme typique dans ce cadre est le suivant :

—Au = f inQ, (1)
Opu+au+GAu = 0 ondQ.

ol Q est un ouvert borné régulier de RY,d > 2 et a, 3 € R.
(travaux pionniers de Feller, Wentzell, 50).

Sous la condition o« > 0 et 5 < 0 on peut faire une approche
variationnelle du type

A(u,v)=B(v), ou B(v):/fv
JQ

et A(u,v)= /Vqu+/ (euv — GV, Uu.V,v.)
JQ J O

(Arendt, Metafune, Pallara, Romanelli 03’, Engel 03’)
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Condition de Wentzell avec mauvais signe
Casa € Ret >0 :pas dapproche variationnelle.

Origine du probleme : élasticité linéaire —1 < v < 1/2

1
. 1 E ol -, 1 E(l-v) 0 0] » -~
a(u)n+§ [11, ]u+§2(1 A U =0,

1+v 0 1 +v)(1-2v) [0 1
)
Probléme simplifié 1 : existence unicité
—Au = f inQ, 3)
Ohu+au+6A-u = 0 onodA.

Probleme simplifié 2 : continuité/domaine, convergence lorsque w — 0

{ —-Au = 0 inQ\w,

Ohu+au+g8Au = 0 onoQ, (4)
u

g onoduw,
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Pb 1 : cas d'un cercle

On suppose donc 3 > 0 et Q = B(0,1) C R?.

0 inB(0,1),
f ondB(0,1). ©)

—Au
du + au + BIZ,u
On cherche une solution de la forme

u(r,0) =ag+ Y _ (ancosnd + b, sinno)r",

n=1

on obtient les équations découplées
an(—An? +n+a)=an(f) and bn(—Fn? +n+a) = by(f),

ou a,(f) et by(f) sont les modes de Fourier de f.
Il existe donc une unique solution dés que

a#fn®>—n pourtoutn e N. (6)
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Pb 2 : cas d'un anneau - Neumann

On suppose 3 > 0 et Q = B(0,R.)/B(0,R;) C R?.

—-Au = 0 inQ,
5 Ohu = g onodBg, @)
Ohu + R—u + 899u = 0 onOBg,.
e

On cherche une solution u dans Q sous forme de Série de Laurent :
oo

u(r,0) =d+cln r+z (anr™ +a_nr ") cosnd+(bar™ + b_r ") sinné.
n=1

On obtient que il existe une unique solution dés que

2n

2_ e —
a # An n -+ - (Re/Ri)Z”

pour tout n € N. (8)
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Pb 2 : cas d'un anneau - Neumann - suite

Cas limite : on retrouve le cas du disque et I'existence et l'unicité des
que
Re/Ri — 00,
{ a#pn?> —n pourtoutn € N.

Valeurs interdites : Dans le probléme précédent on peut fixer o et 5 et
remarquer qu’'alors les valeurs suivantes du rapport Re /R; sont

interdites :
n— gn2\ " [a 14+ I+ 4a3
o — - « 0%
Re/Ri € ¢ = <_m> for B<n§T ,

Ces valeurs sont en nombre fini.
En particulier si Re > R; le probléme est bien posé.
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Pb 2 : cas d'un anneau - Dirichlet

On suppose de nouveau 3 > 0 et Q = B(0,R¢)/B(0,R;) C R2.

—Au = 0 inQ,
u = f ondBg,
5 ) ()
Ohu + —u + a(,(,u = 0 onodBg,.

Re
La méme étude donne qu'il existe une unique solution dés que

2n

e} 2 _ S ——
£ 06n n+ . (Re/Ri)Z”

pour tout n € N. (20)

valeurs interdites : avec « et [ fixés :

AN +n ven
—
Re/Ri & { 7n = <7> forneNy,

Bn2 —n—a

Ces valeurs sont en nombre infini, mais la suite est bornée.
De nouveau si R > R; le probléme est bien posé.
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Opérateur de Dirichlet a Neumann

On suit une stratégie générale concernant les problémes au bord :
ramener le probléme au bord & un probléme sur le bord.

Prix a payer : opérateur de Dirichlet & Neumann est un opérateur
pseudodifférentiel.

Définition Soit Q un ouvert borné lisse alors A est défini de H'/2(9Q)
sur H=%/2(9Q) par
A(¥) = 9,V

ou U est solution du probléme au bord

-AU = 0 inQ,
U = 3y onoQ.
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Nouvelle équation

Le probleme

(11)

—AW = 0 inQ,
oW + aW + BAW = ¢ onoQ,

se traite en deux temps :

© Résolution d’'un probléme sur la variété o :

BAW + AW + aw = ¢ on If.

@ Un probléme de relévement :

AW = 0 inQ
W w  on 09,
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Pb 1 : cas général

On suppose toujours 5 > 0.

Rappel : cas du disque. Dans le cas ou (2 est le disque unité, on avait
obtenu qu'il existait une unique solution dés que

a#pn>—n pourtoutn e N. (12)

Cas général. Dans le cas ou w est un ouvert borné lisse général, il
existe une unique solution dés que

« # an  pourtoutn € N. (13)

ou (an) est une suite réelle de terme général croissant vers I'infini.
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Idee de la preuve :
propriétés spectrales des OPD

Soit P un OPD elliptique semi-borné formellement autoadjoint
d’ordre m > 0 sur 99. Alors

© P est fermable et a une résolvent compacte comme opérateur
non borné sur H3(0Q) ;

@ P envoie H%(9Q) sur HS~™M(9Q) pour tout s € R;

@ son spectre (en tant qu'opérateur non borné sur H(0Q)) est
indépendant de s, et constitué d’'une série de valeurs propres
réelles croissant vers l'infini;

© Les espaces propres associés sont de dimension finie et les
fonctions propres sont C>°(99) ;

@ P ala propriété de Fredholm et est d'indice 0.
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Idee de la preuve :
Laplace-Beltrami et DtN sont des OPD

Propriétés :
© Lopérateur de Laplace-Beltrami —A, on 9Q est un OPD
elliptique semi-borné autoadjoint d’ordre 2;

© Lopérateur de Dirichlet-a-Neumann A est un OPD elliptique
semi-borné autoadjoint d’ordre 1.

© Pour 3 > 0 fixé, l'operator —3A, — A est un OPD elliptique
semi-borné autoadjoint d’ordre 2.

Application :
Résolution de —GA,w — Aw = aw — .
En particulier a, est la suite des valeurs propres de —8A, — A.
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Problématiques sur les domaines perforés

On rappelle les deux problématiques de l'introduction :
© Q1 : sensibilité par rapport au domaine
@ Q2 : analyse asymptotique.

On se concentre sur des les problemes de type anneau déformé.
Soit Q un ouvert borné et w € Q un second ouvert.
Definition de I'opérateur Dirichlet-to-Neumann :

On définit A, de HY/2(0Q) sur H=Y/2(09Q), par A, () = d,u ol u est
solution de

—Au = 0 InQ\w,
u = ¢ onoQ, (14)
u = 0 onodw.
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Probléme Q1 : sensibilité au domaine

Pour h champs de vecteur C*(RY, RY) & support € Q, ett >0
suffisamment petit, on définit le difféomorphisme @; : x — x + th(x).

on a alors ot
O (0Q) = 09, & (dw) = .

Le résultat de stabilité s’écrit alors

Théoréme : Il existe ty > 0 et C > 0 tels que pour tout 0 <t <t

[Aoy(w) = Mol £errrza0),H-172(00)) < C tl[h|wie@\z)-

Idée de la preuve : estimations a priori uniformes du probleme
modifié aprés pullback au probléme original.
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Probleme Q2 : analyse asymptotique

On reprend I'analyse générale du probléeme de type anneau, a savoir
un traitement en deux temps

© Probléme sur la variété 0Q :
BA-U 4+ AU+ au = g sur 092.

© Probléme de relévement :

—AU = 0 dansQ/w,
U = u surdQ,
U = 0 suriw,

Pour xq € Q fixé et € assez petit, on étudie le cas ou

def ., .
w = we(Xo) ='%o + €I, avec I un ouvert borné régulier de R?
contenant 0.
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Résultat asymptotique

Opérateurs en question :

- On note A, le DN correspondant, et Ay le DtN ou w = ) (celui
étudié dans le cas général).

- On introduit P, = —8A,; — A, — au l'opérateur intervenant dans le
probléme local.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme : On suppose que Py est inversible, alors il existe g > 0
tel que pour tout 0 < € < ¢, I'opérateur P,,_ est inversible d'inverse de
norme uniformément bornée.

Remarque c’est le cas de maniére générique, puisque d'apres
I'étude du cas général, a j fixé, il existe une suite a, telle si a # an
pour tout n, Py est inversible.
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lllustrations numériques

On considére le probléme suivant :

—Au = 0 inB(0,R)\,
Rowu+au+6Au = g ondB(0,R), (15)
u = 0 suriw,

et 'opérateur P correspondant au probléme sur le bord est définit par
Pu=—-gA;u—au—RAu sur 0B(0,R)
On regarde alors la norme de la résolvent de P lorsque R varie.

e v \
\\/3\/\ A}/\\/,‘
€« y’/
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