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Résuḿe :
On s’int́eressèa l’influence de micro-d́efauts de surface sur le comportementà rupture d’un mat́eriau. Le travail consiste
à utiliser une analyse asymptotique,évitant la prise en compte dans le maillage de la géoḿetrie à petiteéchelle. Une
méthodeà discontinuit́e forte permet alors de suivre le développement des fissuresà partir des zones de concentration
de contrainte ǵeńerées par les perturbations géoḿetriques. Une stratégie de transfert de champ basée sur des crit̀eres
énerǵetiques est mise en œuvre pour assurer le couplage.

Abstract :
We investigate the influence of surfacic microdefects on thebehavior till rupture of a material. Our method consists
in using an asymptotic analysis, allowing to avoid taking into account the small-scale geometry in the mesh. A strong
discontinuity approach is used to track the development of cracks from the stress concentration zones generated by the
geometric perturbations. The coupling is ensured thanks toa field transfer strategy, based on energetic criterions.

Mots clefs : Rupture, perturbation g éométrique, analyse asymptotique, discontinuit́e forte.

1 Introduction
Le but de ce travail est de proposer une méthode numérique efficace pour évaluer la charge ultime d’une
structure en présence de petits défauts géométriques.Précisément, on suppose que la géométrie du matériau
est décrite par un domaineΩε, perturbation d’un domaine régulierΩ0 ; l’exemple représenté sur la Figure 1
comporte un seul micro-défaut, mais on peut en considérerplusieurs sans difficulté supplémentaire sur le plan
numérique (pour l’analyse asymptotique, voir [1]). La prise en compte de la géométrie complète deΩε pose

Ω0 Ωε

FIG. 1 – Les domainesΩ0 etΩε

des difficultés en pratique car elle impose un important raffinement de maillage au voisinage de la perturbation.
On souhaite ici développer une méthode permettant d’éviter le maillage de la géométrie microscopique et ne
travailler que sur le domaine macroscopiqueΩ0.
Notre méthode s’appuie sur une représentation asymptotique du déplacement, voir [2], qui fournit une approxi-
mation au premier ordre enε de l’influence des micro-défauts sur le comportement élastique du matériau. On
effectue ensuite un couplage avec un modèle à discontinuité forte pour décrire le développement des zones de
fissuration, voir [3].
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2 Analyse asymptotique deśequations de Navier
La géométrieΩε est supposée provenir d’une modificationautosimilairede motifH∞ en un point0 du bord
d’un domaineΩ0, voir Figure 2. On a

Ω0 = lim
ε→0

Ωε et H∞ = lim
ε→0

Ωε

ε
.

Le domaineH∞ est un demi-plan perturbé à l’échelle1.
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FIG. 2 – Les domainesΩ0, H∞ etΩε

Le déplacement de la structureΩε satisfait les équations de Navier pour l’élasticité linéaire :










−µ∆uε − (λ + µ)graddiv uε = f surΩε,

uε = uD surΓD,

σ · n = g sur∂Ωε \ ΓD.

Pour des raisons techniques, on suppose ici que les chargements f et g s’annulent près de la perturbation.
Dans [2], il est montré queuε s’écrit au premier ordre :

uε(x) ≃ u0(x) − ε
[

α1V1

(x

ε

)

+ α2V2

(x

ε

)]

, (1)

oùu0 est la solution sur le domaine non perturbéΩ0, les réelsα1, α2 sont donnés par

α1 = σ11(u0)(0) et α2 = σ12(u0)(0). (2)

Les profils V1 et V2 sont solutions de problèmes de Navier sans chargement distribué dansH∞ avec des
conditions de Neumann :

{

−µ∆Vℓ − (λ + µ)grad divVℓ = 0 surH∞,

σ(Vℓ) · n = Gℓ sur∂H∞ (ℓ = 1, 2),

avecG1 = (n1, 0) etG2 = (0,n1), oùn1 est la première composante de la normale extérieure àH∞.

La formule (1) fournit une approximation àε2 près du champ de déplacement à partir du champ de déplacement
dans le domaine non perturbé et des profils, qui sont intrinsèques au motif de perturbation. Dans le cas de
plusieurs inclusions, on peut étendre les résultats obtenus dans [1] pour l’équation de Laplace au cas des
équations de Navier : si les inclusions sont relativement proches les unes des autres – i.e. à distanceεα avec
α < 1 – il suffit de superposer leurs contributions respectives (l’erreur commise est certes détiorée, mais reste
négligeable vis-à-vis deε).

3 Impl émentation numérique
La description de la fissuration du matériau est effectuéeen deux temps :
– on calcule les concentrations de contraintes dues aux défauts à l’aide de la représentation asymptotique (1)

du déplacement.
– un modèle à discontinuité forte est utilisé pour localiser les zones de fissuration issues des zones de concen-

tration de contraintes.
Insistons sur le fait que seul le domaineΩ0 est maillé dans chacune de ces deux procédures. La géométrie de
la perturbation est prise en compte pour le calcul des profilsvia H∞ et au travers de formules de quadratures
locales dans l’enrichisssement.

En effet, plutôt que de travailler par superposition selonla formule (1), il est plus commode d’introduire dans un
code éléments finis existant un enrichissement de l’espace d’approximation par les profils, voir [4, 5]. Bien sûr,
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la perturbation doit alors apparaı̂tre d’une manière ou d’une autre dans la description du problème. On a choisi
ici d’utiliser une méthode d’intégration numérique adaptée dans le ou les éléments contenant la perturbation.
Par ailleurs, pour des raisons d’implémentation, un coefficient par nœud est associé au degré de liberté de
chaque profil additionnel : le champuε est interpolé comme suit

uε ≃ uh
0 − ε

∑

j∈J

N j(x)
[

α
j
1
Vh

1 + α
j
2
Vh

2

]

,

oùJ correspond aux indices des nœuds proches de la perturbation, uh
0 , Vh

ℓ sont les approximations deu0 et
des profilsVℓ. D’après l’analyse asymptotique, on s’attend à ce que lescoefficients-vecteursαj

ℓ satisfassent
pour tout nœudj

(αj
1
)1 = (αj

2
)2 = αℓ et (αj

1
)2 = (αj

2
)1 = 0.

Il est connu dans le cadre des méthodes XFEM que le problèmeest mal conditionné lorsqu’on laisse libres
tous les coefficientsαj

ℓ. Pour cette raison, on utilise une stratégie maı̂tre-esclave en imposant pour chaquej :

(αj
1
)1 = (αj

2
)2 et (αj

1
)2 = (αj

2
)1.

Ces contraintes sont traitées à l’aide de multiplicateurs de Lagrange qui conduisent au problème augmenté
suivant :







K0
uu

0 0

Kε
αu

Kε
αα

ΠT

0 Π 0













u

α

λ






=







f0

fα

0






,

où K0
uu

désigne la matrice de rigidité standard calculée surΩ0, Π est l’opérateur de projection sur les
contraintes,Kε

αu
et Kε

αα
correspondent aux degrés de liberté additionnels, et au couplage, respectivement.

Enfin,λ contient les multiplicateurs de Lagrange etf0, fα désignent les chargements.
Suite à cette étape de calcul, on peut évaluer les concentrations de contraintes et embrayer sur un modèle à
discontinuité forte pour suivre le développement de la fissuration. Toutefois l’espace variationnel discret utilisé
n’est pas compatible avec un modèle à discontinuité forte en raison de l’enrichissement. On utilise alors une
méthode de projection basée sur un critère énergétique :

min
u

J(u) = E(u − uh
ε ) sous la contrainteu = uD surΓD,

où l’énergie est donnée par

E(u) =
1

2

∫

Ωε

σ(u) : ε(u)dΩ.

4 Quelques ŕesultats de simulations
On considère une géométrie simple rectangulaire perforée de deux défauts semi-circulaires situés en01 et02,
soumis à un chargement de traction, voir Figure 3. Les deux défauts ont des rayons respectifs de2 mm et1 mm ;
la distance0102 vaut 30 mm. La Figure 4 montre deux maillages : le premier, fin, correspond au domaine
perturbéΩε et est utilisé pour calculer la solution de référenceuε à des fins de comparaison, le second maille
Ω0 assez grossièrement et permet de mettre en œuvre la méthode numérique décrite au paragraphe précédent.
Les solutions sont comparées sur la Figure 5 : l’erreur relative est de l’ordre de0.25%.
Enfin, on présente sur la Figure 6 la concentration de contraintes due aux inclusions (obtenue par transfert de
champ) ainsi que le développement de la fissure. On observe que l’initiation de la fissure a lieu au point01 qui
porte la plus grande inclusion ; son développement est accompagné d’un déchargement élastique de l’ensemble
du domaine, la perturbation centrée en02 ne génère pas de deuxième fissuration.

Références
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[4] Melenk J. and Babuška I. The partition of unity finite element method : Basic theory and applications.
Comp. Meth. in applied Mechanics and Engineering, 136, 289–314, 1996.

[5] Chahine E., Laborde P., Pommier J., Renard Y., and SalaunM. Study of some optimal xfem type methods.
Comput. Methods Appl. Sci., 5, 27–38, 2007.

3
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FIG. 3 – Définition du problème modèle.
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(b) maillage grossier

FIG. 4 – Maillages utilisés
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(a) Calcul de référence sur maillage fin (b) Calcul avec enrichissement

(c) Carte de l’erreur relative

FIG. 5 – Déplacementsux obtenus par calcul standard sur maillage fin, et avec enrichissement, carte de l’erreur
relative.
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(a) Contraintes principales maximales reconstruites
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(b) Discontinuités introduites et ouverture de fissure

FIG. 6 – Différence entre le champ de déplacement reconstruitet le champ obtenu sur le domaine non perturbé,
contraintes principales maximales recontruites
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