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Perturbations singuli eres

Un modele académique

Le comportement de u. est

couche limite

» “régulier” loin de O,

» “singulier” au voisinage de 0

0 — 0 quand ¢ — 0

Traditionnellement, 2 approches :
& Développement asymptotique multi-  échelle (MSE),

& Développements asymptotiques raccord  és (MAE).
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Développement asymptotique multi-  échelle

» approximation globale de u,. sur [O, L], couche limite

» superposition de 2 développements :

— I'un en variable physique/lente x,

Ug
— l'autre en variable dilatée/rapide vy = x/¢. ——
» utilisation de fonctions de troncature. A

Ze ZekUk 2).

k>0 k>0

=
ml&z

On peut remplacer £* par 6, () avec

0 C 0 l O+1(€) = o(0k(e)).

X X

Le déeveloppement est valide partout, les termes coexistent dans la zone

suppx M suppd(z).
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Développement asymptotique multi-  échelle

us(x) ~ ((

™8

)" et (@) + x(w) 3 U

k>0 k>0

Avantages
» fournit une approximation de u. sur [0, L] tout-entier,
» permet 'obtention d’estimations optimales du reste,

» meéthode constructive rigoureuse.

Inconvénients

» les termes u* et U” ne sont pas intrinséques, mais dépendent de ( et .

Références
» Maz'ya, Nazarov, Plamenevskij 79,

» Caloz, Costabel, Dauge, Bendali, Nicaise, V., etc.
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Développements asymptotiques raccord  és

» Deux développements :

Z Or(e ) loin de 0, (régulier, extérieur)
k>0

Ue () Z 512(5)‘/%(%) proche de 0, (local, intérieur)
k>0

couche limite

» Aucun des 2 n'est valide sur [0, L],

» Il y a en général chevauchement dans une

région de transition, dans laquelle ils doivent

étre raccordés. 0 AL
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Développements asymptotiques raccord  és

( D k>0 5r(e)v*(z)  loinde O,

| Y ks00,(6)VE(2)  proche de 0.

U () >~ <

Avantages
» construction intrinseques des termes V¥ et Vk,

» meéthode largement usitée dans les applications.

Inconvénients
» justification parfois peu convaincante des conditions de raccord,

» pas d’estimations immeédiates du reste.

Références
» Van-Dyke 75, Leguillon-Sanchez-Palencia 87, II'lin 92,

» Joly-Tordeux 06.



Comparaison MSE/MAE dans un cas mod ¢€le

Plan de I'exposé

|. Le probleme du “coin arrondi”

Il. MSE : dérivation des termes et estimations

IIl. MAE : dérivation des termes et estimations

V. Comparaison des développements
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Rappel sur la th éorie des coins

/

0,

Théoreme. [cf. Kondrat’'ev 67, Grisvard 85]

n

k)
up = E CkA S~ + UQn,
k=1

avec A = 7/, et
e C1.) € R, coefficients de singularité,
o 5" = rFAsin(k\), fonction singuliére,

o U p € H(+1DA-0 partie réguliere.

—AU()

uo
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f dans (),
= 0 surdf),

avec supp [ CC €.

Remarque.
» Si ¢ = T, C’'est Taylor !

» Sia >, s ¢ H2(Qp),

» sia <7, s € H2(Q).
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Le probl eme du coin arrondi

)
. —Aug = f dans ),
\ ug = 0 surof),
avec su CC Q.
0O vec supp f 0
)
< —Au, = f dans(),
\ u: = 0 sur0fl..
O.

Question : que se passe-t-il si on régularise le coin a I'échelle € ?
» U. est completement régulier... mais doit étre proche de ug ;

» comment apparaissent les singularités a la limite ?
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Approche num érique

Exemple de maillage (¢ = 1/4, a = 37 /2).
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Approche num érique

9.1077E-03 2.7323E-02 8.3507E-03 25052E-02
| S |
0.0000E+00 1.8215E-02 3B431E-02 0.0000E+00 1.5701E-02 37403E-02

(@) uo sur 2o (b) ue sur €2,
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Approche num érique

9.1077E-03 2.7323E-02 89.3463E-03 25039E-02
| S |
0.0000E+00 1.8215E-02 3B431E-02 0.0000E+00 1 5893E-02 3.7385E-02

(c) ug sur (2o (d) ue sur 2



Approche num érique
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-7 7595E-03 -2 BBESE-03
-1 .0346E-02 -5 A730E-03 0.0000E+00 1
10
-
7T 107 1
o
>
- Pente [02/3
-3
10 ‘
10°° 10°° 10"
(e) ug — ue sur 2

10
(f) Convergence de ||ue — uo|[g1(q,)
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Description g €éom étrique

O
(g coincide avec K a w coincide avec K a I'infini
lorigine (i.e. |z| < 7). (e |y| > r%).

> Qsz{a}EQO; ]:1:]>87“*}U{x65w; \:1:\<7“*},

» (). — Qpquand e — O,
(e

» — — wquand e — 0, ®

£ O
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Autres g éom étries possibles

On peut “rogner” le coin de diverses manieres. ..

&L

On peut prendre autre chose qu’un secteur pour K . ..

L L
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Autres g éom étries possibles

On peut “rogner” le coin de diverses manieres. ..

& LT L

On peut changer K. .. Qui peut le plus, peut le moins. ..

0,

Limitation : les motifs considérés sont autosimilaires .



Développement multi- échelle (MSE)

Construction des premiers termes (1/4)

ng{xeﬂo; \x\>€r*}u{a}€€w; ]:c]<7'*},

/

—Au, = [ dans ).,
u: = 0 surofl..

(Pe) 9

\

» Un bon début de développement semble étre u, solution de (Pg),
» mais ug n'est pas définie sur {2, !

» on tronque avec ( : ((y) = O0si|y| < ryetlsily| > 2r,.

0

» il faut évaluer le reste 7. ..
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Développement multi- échelle (MSE)

Construction des premiers termes (2/4)

Par construction, 7"2 verifie le probleme
(
. ~Ar) = ¢V dansQ.,
0 _
\ re = 0 surdfl,

pe(x) = flx) = Ay [C(2)uo(z)]
= [A,¢(/e)]uo(x)
— —5_2AyC(§)u0(az) — 25_1Vy(j(§) - Vaup(x).

» supp(?) est contenu dans la couronne 7, < |x| < 2er.

» On va exploiter le scaling y = f en développant 1 en fonctions homogenes :

ug(w) = bRs™ () + byys™
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Développement multi- échelle (MSE)

Construction des premiers termes (3/4)

En utilisant uo(z) = 098" (x) + 09,5°* + - - -, on obtient
pe(z) = —ePAC(E)ug(x) - 26_1%(%) - Vauo(z)
= — 2AyC(y)uoley) — 267V, ((y) - Vauo(ey)
=~ TR, I8N (y) — e P00 [Ay, (5 () + -

» le terme dominant ne fait intervenir que la variable v,

» on introduit donc le profil U>‘, solution de

(

—AU* = b [A,, (|5 dans w,

\
U =0surdw et U — 0alinfini.

\

Lemme. Un tel U? existe, est unique et on a le développement a l'infini

UNw) = BYs () + Bhys \(w) + -
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Développement multi- échelle (MSE)

Construction des premiers termes (4/4)

» Un nouveau début de développement s’écrit

ue(w) = ¢(2)uo(a) + x(2) U (L) + 72,

avec x(z) = 1si|z| < r*et0si|x| > 2r*.

» A-t-on avanceé ? Oui, car

Ar2 = [Ag, C()]uo(x) — ™% x(2) BY[Ay, ¢Js™(£) + e[ Az, X]UN(E)
—~~

O [A, C(2)uo(@) = 30,51 e 720, [Ay, (] 572 (y) + -

o eMAg, XJUNE) = P Byt (@) + -+

donc Arg = e 20, [Ay, (] °M (L) + P Bt (@) + - -



Développement multi- échelle (MSE)
Le développement complet

Théoreme. u. admet le développement

Us % E :50\ €>\ E :€£>\U£)\ %

avec

> [C(Du Mm@y £C et XU (Do) <C.

: : : —1)A
» et I'estimation optimale du reste Hrén ) i1y < Ce™.

n—1)A

Preuve. Par construction, ||Ar€ 2.y < Ce

A I'aide d’une estimation a priori sur (P.) ind épendante de &, on obtient
—1)A A—1
Ir DA | g,y < Ce™

. . —1)X 1)A
qu'on améliore en écrivant ¢~ Dt = M TN 4 O (™). ]

“ ),
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Raccordement de d éveloppements asymptotiques (MAE)

Construction des termes

Z e w‘ Iom de O,
>0

Ue(T) Z 60\‘/@\(%) proche de 0,
>0
» On injecte les développements dans (P;), a la limite € — 0, on obtient

( (
Avr = f 5? dans (), AV = 0 dansw,
v = 0 sur 0€)g. VA = 0 surdw.

A et vw‘ d’étre variationnels, sinon ils seraient nuls !

I

» On ne peut imposer a v

on doit permettre a vt d’exploser en 0 et v** a l'infini.

» Les 2 développements doivent étre raccord és...



Raccordement de d éveloppements asymptotiques (MAE)
Conditions de raccord (1/2)

» Les différents termes se développent en fonctions singulieres

O - Z e&s pA+beA ex})
p>1

VO — Z A]% P 1 Bzx —e,\].
p=>1

» On souhaite faire coincider les deux développements dans une zone ou

2] <1 et [£]>1.

256/\ e/\ Ze&z [ fﬁﬁ_w beA z,\( )}

>0 >0 p>1

de/\v& % Zg&z [A 5p)\ % B}z;&\ﬁ—&(%)}

L >0 >0  p>1
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Raccordement de d éveloppements asymptotiques (MAE)
Conditions de raccord (2/2)

» On égale les deux expressions

D (g ) —PA( O\ N
E 3 E 3 E [ s () +bhs (:1:)}
>0 >0  p>1
\
CAY e g D) P p)\ g N —ClA(x
g e VIE) g 3 g [A P (2) + Bos 6)}
L >0 >0  p>1

en utilisant 'homogénéité des fonctions singuliéres : 5/ (%) = e~ Hs# (),

<( a,f;))‘\ = Bg\_p))‘ Osil < p),
LAY = b osit<p)

» Principe de raccord de Van-Dyke : “the m-term inner expansion of (the n-term

outer expansion) = the n-term outer expansion of (the m-term inner expansion).”
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Raccordement de d éveloppements asymptotiques (MAE)

Estimation d’erreur

» Pour obtenir une estimation d’erreur, il faut une approximation globale

i Ne
» soit 7). telle que 7: — O et -= — 400, 1) une troncature et

n

a?)\( ZEE)\ E)\ (1—@0(;—8))280\‘/0\(2).
> Theoréme. [lu. — 62 (x)||j1 () < c(nénﬂ))\ + () thA),

» l'estimation est optimale pour 1. = \/E, lerreur est alors en (" T1HA/2

» 0N peut retrouver les erreurs optimales en e+ jocalement dans chaque

zone (proche de 0 et loin de 0).



Comparaison des d éveloppements (1/2)

(MSE) uc () = ((2) Z e (4 Z AT (2) + -
(MAE) u.(x Zew‘ PMz) et u(z) ~oo Zew‘vw‘(%).
>0 >0

» A l'aide des estimations locales optimales,

u? = v loinde 0,
U = V¥ presde.
» En fait, on peut montrer les relations
{—1
12\ _ ) €>\ —pA
u ('CU) = U ('CU) o X(x) p)\5 (x)v
p—l

S
S
>

—~~
s
I

0 ZA A6 (1)

DA ()
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Comparaison des d éveloppements (2/2)

( —1
uz) = vMz) — x(@) ) ans PA(a),
< Pl
UPy) = VP = ()Y AN (y).
\ p=1

Développements
raccordés

Développement multi-échelle
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Conclusions

» Les deux développements fournissent les mémes informations locales ,

» I'obtention d’estimations pour MAE est une technique MSE. . .!

» on peut passer d’'un développement a I'autre en ajoutant/retranchant des

fonctions singulieres,

» le choix est une question de godit. ..



Annexe Mécanisme de passage MAE vers MSE

fle ~ w % E :56)\ 6)\ % E :65)\‘/6)\ %
£>0 (>0
On injecte I'expression v () = E f;)j\s_p)‘ ()

dou (L) de,\ (g
E

>0

E:EAEA E:E:)\Eﬁ)\—p)\
E E CLp)\ﬁ T

£>=0 >0 p=1



Annexe Mécanisme de passage MAE vers MSE

fle ~ w % E :56)\ 6)\ % E :65)\‘/6)\ %
£>0 (>0
On injecte I'expression v () = E f;)}\s_p)‘ ()

dou (L) de,\ (g
E

>0

Z Oy (1 ZZ&.W p), e/\ —p)\(g)

£>=0 >0 p=1



Annexe Mécanisme de passage MAE vers MSE

fle ~ w % E :56)\ 6)\ % E :65)\‘/6)\ %
£>0 (>0
On injecte I'expression v () = E f;)}\s_p)‘ ()

dou (L) de,\ (g
E

>0

Z 56)\ E)\ ZZ&“)\] (J+p)A —p)\(g)

{>=0 7>0 p>1



Annexe Mécanisme de passage MAE vers MSE

fle ~ w % E :56)\ 6)\ % E :65)\‘/6)\ %
£>0 (>0
On injecte I'expression v () = E f;)}\s_p)‘ ()

dou (L) de,\ (g
E

>0

2) 3 @) + (@) > eV ali s ()
N——

¢>=0 j=>0 p>1

soit une contribution en variable rapide .



