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ASYMPTOTIQUE MULTI-ECHELLE ET APPROXIMATION NUMERIQUE
POUR DES DEFAUTS SURFACIQUES ET APPLICATIONS EN MI:JCANIQUE

> prendre en compte les micro-défauts des matériaux
~~ analyse asymptotique multi-échelle

> proposer une méthode numérique moins coiiteuse
~» méthode d'éléments finis

» application en mécanique
~ initiation et propagation de fissures
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Hypothéses
» 00 \TIp
> 0Q est droit au voisinage de O
> e (5 (Q)
0

Solution de probleme non perturbé

—Auy = f dans
u = 0 surlp
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Inclusion unique

[Dambrine-Vial, Mazja-Nazarov-Plamenevskii]

Hypotheses
> QE = Qo \ Ew
w est étoilé par rapport a O
> feCR(Q)
O

Solution du probleme perturbé

—Au. = f dans Q.
u. = 0 surlp
Onu: = 0 surdQ\Tp

Comparer u, et g
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|dées de base

» utiliser un développement multi-échelle

& variable lente x a I'échelle du domaine,
& variable rapide x /e a 'échelle de la perturbation

» comparer u. et la limite ug
= correcteurs pour compenser le développement de Taylor en 0 de
ug dans €.

» plaquer les correcteurs sur €2,
(via des fonctions de troncature pour les inclusions au bord)
= génération de correcteurs en variables lentes



Premier terme

r = u. — ug vérifie :

|
D =Q> >
m\o mﬁo m\o

=
m\o

_an 20}

dans Q.

sur I'p

sur 09 \ (eOw U T p)
sur edw



Premier terme

r = u. — ug vérifie :

—-Ar2 = 0 dans Q.
0 =0 sur Tp
Oar® = 0 sur Q. \ (edw U T p)
1) Onr® = —0Onup sur edw

Si x =eX € edw, alors

Onto(x) = Vup(0) - n+ O(e)

On reléve ce terme pour préciser le comportement de ug.



Profil

Solution d'un probléme aux limites dans le domaine infini Q. = ’!imo Q. /e
0 —AVY = 0 dans Qs
00 w
. ‘o VP = g sur Q.

vl — 0 alinfini

Théoreme
[l existe une unique solution faible V! dans I'espace variationnel

%
(1+1X]) log(2 + |X])

{v; VV € L’(Qs) et 6L2(Qoo)}

Comportement a l'infini :

VHX) = O(IX| ") et VVI(X) = O(IX|?) quand |X]| — oo



Deuxieme terme
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Deuxieme terme

On écrit .
u-(x) = uo(x) + ex(x) V! <7) +rix)

avec x réguliere, radiale, a support dans B(0, r*) et x = 1 dans B(0, %)

Le reste r} vérifie

—Arl = Alx(-)eV(:)] dans Q.
rr =0 sur ['p
Onrl = 2 sur 0Q.\ Tp



Deuxieme terme

On écrit .
U (x) = up(x) + ex(x) V! <7> + r}(x)

avec x réguliere, radiale, a support dans B(0, r*) et x = 1 dans B(0, %)

Le reste r} vérifie

—Arl = Alx(-)eV(:)] dans Q.
rr =0 sur ['p
Onrl = 2 sur 0Q: \ I'p

o

Il faut maintenant relever 2 termes.

Soit w} tel que

= Alx(-)eV(£)] dans Qo

0 sur FD

Oaw; = 0 sur 0 \ I'p

—Aw

»—Amsb—l") =
[l
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Développement a |'ordre N

La solution u, de

—Au., = f dans Q.
u. = Osurlp
Onte = 0sur 9QA\Ip
s'écrit pour tout N
N N
us(x) = uo(x) + x(x) D e VI(2) + D el wl(x) + Opay (")
i=1 i=2

> le profil V' rattrape le i-ieme terme v’ du développement de Taylor
de (1[4}

> les w/ rattrapent I'erreur engendrée par la troncature
W[ (.) = O(1)
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Et si €. n'est pas inclu dans €2 ?

T'p
[Dambrine-Vial 2007]
Probleme : wug n'est pas défini sur tout €.
Idée : é i

,
étendre up via son développement de Taylor en x =0
» développement de Taylor de ug en x = 0 avec une précision K

uo(x) = X)Z ) + Rk (x) = x(x) Tk (x) + Rx(x),

» Tk est somme de polynémes homogenes définis partout. Un
meilleur départ est donc :

o (x) = x(x) Tk (x) + ¢(¥)R(x) € H ().
¢ réguliere, radiale, ¢ = 0 dans B(0, %*) ¢ =1dans Qo \ B(0, R*)
On commet une erreur d'ordre K et on obtient alors pour N < K
N

e (x) = Bo(x) + x() 3 VI(Z) + 3 eWi(x) + Oma (")

i=1
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Applications pour le calcul

Idée
Approcher u. par le développement d'ordre un

ue(x) & 11 (x) = up(x) +ex(x) V()

Calculer

> ug : la solution du probleme dans le domaine non perturbé

» V : le profil posé dans le domaine infini
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—AV = 0 dansR?\@
OV = g suriw
V. — 0 alinfini
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Calcul du profil

—AV = 0 dansR?\@
OV = g suriw
V. — 0 alinfini

> Stratégie 1 : conditions absorbantes en |x| = R

Dirichlet V=0
Robin V+ R0,V =0

3R R?
Ventcel V4 —=0,V — 7aiv =0

> Stratégie 2 : inversion ¢ : z+— 1/z

W = V o ¢ est solution de

{—AW = 0 dans p(w)

W = 050 (gop) sur dp(w)
W) = 0




Comparaison des stratégies a nombre de D.D.L. fixé
> w est un disque
» R=10
> profil connu : V/(x) = <=
inversion : W(x) = x
valeur au bord : g(x) = cosf — 2 cos(26) — 3 cos(36)



Comparaison des stratégies a nombre de D.D.L. fixé

> w est un disque

» R=10
» profil connu : V(x) =
inversion : W(x) = x

valeur au bord : g(x)

cos 6
r

= cos — 2 cos(260) — 3 cos(36)

107
510 - ]
5 — o o
£ *
S 107k - 4
£ ~ )
% ~
=
o 107 " R
K
(3] ~
X 107 4
—&— Artificial boundary method (order 0) -
16| |~ Artificial boundary method (order 1) Y ]
——+— Artificial boundary method (order 2) N
—+— Inversion method *
107 . . I I I .

2 3 4 5 6 7
Degree of interpolation [prop. to sqrt(number of DOF) ]

Maillages Qg fixe et degré d'interpolation variant



Calculs pour le probleme de Neumann

= Uy
& o u g H'
\ -o: o]
- —+
10
050 e
\ 107 8-
| e
| 075 PR
1005 = = o
| ~1.00 10 10 10 10

epsil
U (e =5 Normes des erreurs
-

g — 0008400
—-126-01 \ / ~.46E-03
- 24E-01 \ / 92603

—376-01 \\ [ —14E-02

| 18602

ue = o (¢ = 35) us —up (e = 35)



Calculs pour le probleme de Dirichlet

0.626-01 1o
0.556-01 |
10
047601
107}
0.39E-01 e
5 10
2
0.31E-01 £
S 107}
I
023601
107
0.16E-01
107}
07802
107!
0.00£+00 107 ! 10°
epsilon
0.98E-08 0.108-03
48603 0.86E-04
~.96E-03 0.68E-04
~.14E-02 0.51E-04
~196-02 0.33€-04
— RN
-296-02 _— \ 16605
34602 . ) y —19E-04
\ S
-.38E-02 N -.36E-04



Deux inclusions

[Bonnaillie-Noél, Dambrine, Tordeux, Vial, 2008]

Nei

s> Bnewt

—Au. = f dans Q.
u. 0 surl
Onue = 0 sur9QF



» 7. = O(1) : pas d'interaction
u:(x) = up

(x) +e | Vo (2=) + Vg (

PR

€

) + OHI(QS)(gz)



» 7. = O(1) : pas d'interaction
ug(x) = uo(x) +

X,

V+(XX)+V(

)| + O, (€?)
» 1. = O(e) : interaction totale
us(x) = uo(x) + eWo(%) + Oma,)(?)
W, : profil associé a w = wT Uw




» 7. = O(1) : pas d'interaction
ug(x) = uo(x) +

X,

V+(XX)+V(

)| + Omra)(€?)
» 7. = O(e) : interaction totale
us(x) = wo(x) + eWo(%) + O,y (€?)
W, : profil associé a w = wT Uw

» . =0(%),0<a<1

cas intermédiaire

€ [Vo ((X x:)

=)+ Vo (5

us(x) = up(x) +

)} +0(?777)




Asymptotique pour deux inclusions intérieures

Q. = Q\(ws Uw?), avec w = xF +ew®, xF = +ed

—Au. = f dans Q.
u. 0 surl =02
Ohu. = 0 sur ()wi




Asymptotique pour deux inclusions intérieures

Q. = Q\(ws Uw?), avec w = xF +ew®, xF = +ed

7AU0
Uo

o

dans €.
sur [ = 0Q
sur ()wi

dans Qg
sur [ = 0Qp



Premiers termes

Premier reste r = u.

—Ar°
2
Oh rg
Profils

~AV§®

O V5

%

N—1
Voi(X) =

=0 dans €.

=0 sur 9

= —0Oatp surdwl Udw?

= 0 dans R? \ w®
= —n-Vu(0) surdw*
—~ 0 a l'infini

avec Vg € Ouo(1X]|79)



Second reste r!

—Arr =0 dans Q.

rf(x) = —e {Vo_ (X_EX;) + Vg (%)} pour x € 98
Oart(x) = n-Vup(0) —n-Vug(x) —n-VVy X76X€_> pour x € dw
Oarl(x) = n-Vu(0) —n-Vuy(x) —n-VVy §X€X€+) pour x € dw_



Second reste r!

ue(x) = uo(x) + & {vo (X f) LV <X :X‘ﬂ + (%)

—Arr =0 dans Q.

rf(x) = —e {Vo_ (X_EX;) + Vg (%)} pour x € 98
Oart(x) = n-Vup(0) —n-Vug(x) —n-VVy %) pour x € dw
Onrt(x) = n-Vu(0) —n-Vug(x) —n-VV5 §XEX+) pour X € dw_

x€0, )= Y, &l +el")
j=1,k>0,
jrak<N



Second reste r}

U (x) = uo(x) + £ {\/0 <X X> vy <X X+)} + i (x)

—-Arl =0 dans €.

rf(x) = —e {Vo_ (%) + Vg (%)} pour x € 98
Onrl(x) = n-Vup(0) —n-Vu(x) —n-VV; %) pour x € dw
Onrl(x) = n-Vup(0) —n-Vu(x) —n-VVy" gx_;:) pour x € Qw_

x€d,  r2(x)= Y FTHE(x) + o(e)

JjZ1,k20,
jHak<N
x = Fe%d + eX € O,
Oart(x) = n-(Vu(0) — Vup(de*d + £X) — VVF (£2:*71d + X))
= Z kg (X) + Z JI7IhF(X) + o(eV)
j>0,k>0, 29§%

0<j+ak<N



Développements deux échelles

Théoreme
La solution u. admet le développement asymptotique a 'ordre N

€ €

us(x) = uo(x) +¢ [Vof(x_xg) + Vo+(x_xg)}

X—X_ x—xF
D0 e (Vpyaglx) + & [Virag (25 + Viiag (25) ] ) +72(0)
(p,q)ERN

avec

ICN:{(Paq)622|P207 !
g>-3p+1,g>-petp+ag< N}

Il = o(™)
3

K4 pour a = 3



Interprétation des premiers termes

us(x) = up(x) + ¢ {VO*UX*:XT)) = )] +ri(x)

||r51||H1(QE) _ O(emin(1+a,3f2a))

Le reste r! contient de I'information sur les termes d'ordre supérieur
¢ si a < 2/3: inclusions relativement éloignées
I'erreur principale vient du développement de Taylor de ug en 0

¢ si2/3 < a < 1: inclusions relativement proches

I'erreur provient de I'interaction entre les profils Vet VO+
o sia=2/3:

les deux contributions sont équivalentes

Numériquement, on peut superposer les corrections, mais |'erreur
d'approximation est augmentée.



lllustration numérique : 7. = €® avec o € (0,1)

a=05ete=0.05 a=05ete=0.01

a=09ete=0.05 a=09ete=0.01



Simulations numériques : « = 0.5, = 0.05

() + = [ Vo (520) + v (2

€ ) :|
15138E-01
2311 1E-01 —5.5630E-02

_1.9198E -02

55790E-02

U — U

U — th



Stratégies numériques
Remarque : si ¢ = 0.05 et o = 0.5, alors 2¢® =~ 0.24

Les inclusions sont quand méme éloignées I'une de I'autre.
Nouvelle correction possible :

1 (x) = to(x) + & [ Vg (x7) - Ve (225 +vUo(xj).vm(X*Xs‘)}

c e

_26231E-02 1.8203E-02

Uz — U11



Normes d'erreurs, o = 0.2

Local convergence rate
' Ue —up | ue —ur | ue —upg
:::;: 1.0348 | 1.7149 1.9760
] +"u;ujlf,j 1.0357 1.6385 2.0357
10 1.0333 | 1.5339 2.0395
E 1.0300 | 1.3843 1.8937
5 1.0265 | 1.3183 1.8417
g 1.0231 | 1.2786 1.8420
1.0198 | 1.2351 1.6210
“ o 1.0175 | 1.2145 1.4146
el 1.0162 [ 1.1975 1.1711
- 1.0129 | 1.1897 1.0625
o ‘ ‘ 1.0113 | 1.1481 0.6392
10 107 . 10” 10" 1.0091 1.1072 0.5619
1.0086 | 0.9804 0.3101




Ordre de I'erreur en fonction de «

us(x) = up(x) +

Cas d'inclusions circulaires avec des profils analytiques

)

V6 (62) 1 vy (=

X— X

)} + Omr(a.)(e

.
Be
.
L .
9 \
% ® ‘g 0
.
A .
t .
/
.
’ Ay
.
\
L o .
\
L s °
, .
L ° .
\
.
t °
/
.
.
.
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

® Numerical estimate of the rate
- - = Theoretical convergence rate

Value of a

min(1+r‘.372<\))



Une inclusion au bord

Théoreme

0:(x) = C(1EDuo(x) + £ [ Vo (52) + x(Ix) e (2)]

+ Z 5p+aq< (12D Vp+aq(x) + [Vplaq( 2=) + x(Ix)) P+aq(x)D

(p,q)eXn

+rl'(x)



Applications en mécanique

Prendre en compte l'influence de la présence de défauts surfaciques sur le
comportement jusqu'a rupture des structures

pas de description fine de la géométrie des perturbations !



Applications en mécanique

Prendre en compte l'influence de la présence de défauts surfaciques sur le
comportement jusqu'a rupture des structures

pas de description fine de la géométrie des perturbations !

2 outils :
» analyse asymptotique des équations de Navier

» modeles a discontinuité forte



Calcul de la charge maximale supportée par une structure

[Brancherie, Dambrine, Vial, Villon 2007]

Equations de Navier dans une barre qu'on charge en traction

—pAu, — (A4 p)Vdivu, = 0dans Q. v
u. = udsurly
c-n = gsurl,

Base des profils (v;);—12
—pulAvy — (A + p)Vdiv(ve) = 0dans Qu
Z?:l U,'J'(Vg)nj = G@),‘ sur 8(200
vy — 0alinfini
ou G; = (I1170) et G, = (O,I’ll)

n; : premiere composante du vecteur normal extérieur 8 9Qo



Enrichissement du systeme

Idée a la XFEM (Belytschko, Melenk, Moés) : enrichir I'espace des
fonctions de base par des profils approchés précalculés

Champ de déplacement approché par

u(x) = uf(x) ZZNJ [ . </1(5) ?(ﬂzirz(é)}

(=1jeTJ
> ug : approximation nodale de ug (solution dans le domaine non
perturbé)
» J : ensemble des indices des noeuds dans la zone d'enrichissement
» N/ : fonction de forme usuelle associée au nceud
» Vi : i®™® composante du profil approché précalculé ¥,
> o= [(aJZJ)l, (a;),| + vecteur (a deux composantes) des degrés

de liberté associés a la fonction Vy ;



Equations discretes

2 ) e - [
‘e " o) 3] o}

» KU, : matrice de rigidité usuelle associée aux degrés de liberté usuels

du domaine non perturbé
» [ : opérateur de projection sur les contraintes

» K° . : matrice de rigidité qui correspond aux degrés de liberté

(670 2

rajoutés dans la zone d’enrichissement
> K;YLI

» X : vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes

. partie de couplage de la matrice de rigidité

» fo,f, : chargements



Couplage avec un modele macroscopique
d’endommagement

Cette méthode permet de prédire le niveau des concentrations de
contraintes qui vont engendrer la rupture.
Elle ne permet pas de décrire physiquement la rupture.

La prise en compte de la physique se fait a travers un modele a
discontinuité forte (autre enrichissement de I'espace discret usuel).

= deux espaces discrets distincts que |'on fait communiquer par transfert
de champs



Début du test de traction : apparition de contraintes
localisées

STRESS 1
1.82E402
1.87E402

" 1.03E402

&A! 1.00E 402

‘V‘I 2.04E402

n» L 2 10E+02

"4‘ 2ABE+02
2 21E+02

h?it! 2 07E402

/S 2 3PE402

KINA 2362402
2438402
2408402

On représente la plus grande valeur propre de la matrice des contraintes.



La fissure calculée

Maillage de calcul, éléments endommagés avec la direction moyenne de la
fissure en rouge.




Fin du test de traction : niveau d’endommagement

‘ & 0.00E+00
‘. !. 1.05E-04
)‘L ) "l 2.09E-04
A 3.14E-04
‘(\"i ' 4.19E-04
'y‘ L ' 5.24E-04
Q' 6.28E-04

' N 7.33E-04
4‘ 8.38E-04
I, 9.43E-04
X 1.05E-03
1.15E-03

1.26E-03

On représente le niveau d’endommagement
(variable du modele macroscopique a discontinuité forte reliée a
I'ouverture de fissure)



Perspectives

» Développement asymptotique pour des conditions de Dirichlet
terme en1/Ine

» Développement asymptotique lorsque les inclusions sont a distance
e“aveca > 1

» Calcul du profil pour I'élasticité
conditions de Ventcell



