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Motivations

ASYMPTOTIQUE MULTI-ECHELLE ET APPROXIMATION NUMERIQUE
POUR DES DEFAUTS SURFACIQUES ET APPLICATIONS EN MI:JCANIQUE

v

prendre en compte les micro-défauts des matériaux
(micro-défauts surfaciques et volumiques)
~> analyse asymptotique multi-échelle

> proposer une méthode numérique moins coliteuse
~~ méthode de superposition

v

application en mécanique
~> initiation et propagation de fissures

v

application en électromagnétisme



Probleme non perturbé

Hypotheses
I'p
» O € 9N \ o
> 0 est droit au voisinage de O
> e CG§°(Q)
0

Solution du probleme non perturbé

up = 0 surlp

_AUO = f dansQo
6nUQ =0 SUI’@QQ\[—D



Inclusion unique

[Mazja-Nazarov-Plamenevskii, Dambrine-Vial]

Hypotheses
I'p
> QE = Qo \ EW
w est étoilé par rapport a O
> e C5o(Q)
O

Solution du probleme perturbé

—Au. = f dans Q.
u. = 0 surlp
Onu: = 0 surdQ:\Tp

Comparer u, et g



|dées de base

» utiliser un développement multi-échelle

& variable lente x a I'échelle du domaine
& variable rapide x /e a 'échelle de la perturbation

» comparer u. et la limite ug
= correcteurs pour compenser le développement
de Taylor de ug en 0

» plaquer les correcteurs sur €2,
(via des fonctions de troncature pour les inclusions au bord)
= génération de correcteurs en variables lentes



Une inclusion

Premier terme

r = u. — ug vérifie :

o ~Ar? = 0 dans Q.
0 =0 sur p
Oar® = 0 sur 09 \ (e0w U T p)
> Onr® = —0Onup sur edw

Si x =eX € €dw, alors

Onto(x) = Vup(0) - n+ O(e)

On releve ce terme pour préciser le comportement de u,



Une inclusion

Profil
Solution d'un probleme aux limites dans le domaine infini Qo = ]im0 Q. /e
0 —AV' = 0 dans Q.
o0 w
. ‘o S OVt = g sur 00
vl — 0 alinfini
g=—-Vu(0) -n
Théoreme

Il existe une unique solution faible V! dans I'espace variationnel

%
(1+1X]) log(2 + |X])

{v; VV € L’(Qs) et eL2(Qoo)}

Comportement a l'infini :

VHX) = O(IX|™") et VVI(X) = O(]X|?) quand |X]| — oo



Une inclusion

Deuxieme terme

On écrit

ue(x) = uo(x) + ex()V* (

> | r}(x)

avec x réguliere, radiale, a support dans B(0,r*) et x = 1 dans B(0, %

Le reste r} vérifie

I'p

0 provient de développement de Taylor de ug en 0

Il faut maintenant relever 2 termes

dans Q.

sur I'p

sur Q. \ (ewUTp)
sur eOw



Une inclusion

Deuxiéme terme - suite

Soit w! tel que

—Aw! = ¢ dans Qq
wl = 0 surlp
Oaw! = 0  surdQ\Tp

oll 1 se déduit du comportement de V?

Soit V2 tel que
—AV?2 = 0 dans Q.

0,V? = g sur 00«
V2 — 0 alinfini

oll g1 provient du développement de Taylor de up et de la trace de w!



Une inclusion

Un résultat modele : développement a I'ordre N

Pour tout N, la solution u. de

—Au., = f dans €,
u. = 0 surlp
Ontuz: = 0 sur9QA\lNp

s'écrit
u (X) = Llo(X) + \(X)Z jI\/r(g) + Z‘:IWI(X) + C)][L(QV)(:N+1)

=2

1

> le profil V' rattrape le i-iéme terme v’ du développement de Taylor
de ug et des w’ pour j < i

> les w' rattrapent I'erreur engendrée par la troncature

W[l .y = O(1)



Une inclusion

Et si Q. n'est pas inclu dans Qg ?
I'p

[Dambrine-Vial 2007]
Probleme : wug n'est pas défini sur tout €.

*

r

Idée : étendre ug via son développement de Taylor en x =0

» développement de Taylor de ug en x = 0 avec une précision K

K

uo(x) = X(x) Y u¥(x) + Rk (x) = X(x) Tk (x) + Ric(x)
k=0

» Ty est somme de polyndmes homogeénes définis partout.
Un meilleur départ est donc

fio(x) = Xx(x) Tk (x) + ¢(¥)R(x) € H'(Q)

¢ réguliere, radiale, ¢ = 0 dans B(0, RT*) ¢ =1dans Qo \ B(0, R*)



Une inclusion

Q. ,¢_ Q0
Le reste
rg = u. — i
satisfait
—Ar? = 0 dans Q.
rsl = 0 sur [p
Onral = —X(x)0nTk + 1/;2 sur 0.\ p

Les fonctions ¢ et 10 proviennent de la troncature x

On reléve la condition principale (profil)
—-AVY = 0 dans Q.
OVl = —|Vu(0)|Ny sur 90

vli - 0 a l'infini



Une inclusion

Q. ¢ Q

Le reste

rz_} =u, — Uy — sle(;)
satisfait

—-Arl = 0+l dans Q.
rr =0 sur p
Onrl = Y2+l surdQ.\Tp
avec

P = AlVH(E)]
K

I = X(VHE) =X ()0 T = —x(x) Y 0a(x)

k=2

et on recommence. . .

Développement asymptotique
On commet une erreur d'ordre K et on obtient alors pour N < K

N N
_N+1

e (x) = To(x) + x(x) D' VI(Z) + Y e'wl(x) + Omiqay (")

i=1 i=2



Deux inclusions

[Bonnaillie—Noé'/, Dambrine, Tordeux, Vial, 2008]

—Au. = f dans €.
ue 0 surl
Onue = 0 sur 9QF



Deux inclusions

Différents régimes
» 7. = O(1) : pas d'interaction

u,

(x) = uo(x) + & | Vo (529) + Vg () | + Omga

» 7. = O(e) : interaction totale
Us(x) = uo(x) +eWo(%) + 01[1(95)(52)

Wy : profil associé 3 w = wT Uw™

» 7. = O0(e%),0 < @ < 1: cas intermédiaire

u

()

(x) = up(x) +¢ {VO*(X )+ V+(x X )} + 0@



Deux inclusions

Asymptotique pour deux inclusions intérieures

Q. = Qo\ (wz Uwd), avec wf = xF +ew®, xF =+

—Au., = f dans €.
u. = 0 surl =00
Otz = 0 sur (')u;?

—Aug = f dans Qg
u = 0 surl =090



Deux inclusions intérieures

Premier reste rg = Uus — Ug

—Ar? dans Q.
ro sur 0
Onr® sur Qwl U dw
Profils
~AV;E dans R? \ w®
OV —n-Vug(0) sur dw*
% a l'infini
N—1
Vo (X) =D VoulX) + O (IX|7Y)  avec Vg, € O (1X]79)



Deux inclusions intérieures

Second reste r}

~-Arl =0 dans Q.
rf(x) = —e {Vo ( - ) + Vg (4)} sur 99
Onrl(x) = n-Vu(0) —n-Vu(x) —n-VVy (% ) sur dwr
Onrl(x) = n-Vup(0) —n-Vu(x) —n-VV; (== ) sur dw_
x € 09, ri(x) = Z eITORE L (x) + o(eM)
j21k20,
jrak<n

x = +e%d 4+ eX € Jwt,

Onrt(x)

g

n- (Vu(0) — Vup(+e®d + eX) — VV5F (£2c*71d + X))
= > I )+ > dEIRE(X) 4 o(eY)
2<j<

j=0,k>0,
0<j+ak<N

N
=T-a



Deux inclusions intérieures

Développement deux échelles

Théoreme
La solution u. admet le développement asymptotique a |'ordre N

x+

u:(x) = wo(x) + ¢ Vg (A25) + Vi (22

b 30 (ol + € [Voag () + Va2 )
(p,q)EXN

avec

KN:{(Paq)EZ2|P207
g>-3p+1, qg>—petp+ag<N}

17 .y = o(e")
K4 pour a =

+rl ()

3

5



Deux inclusions intérieures

Interprétation des premiers termes

us(x) = up(x) + ¢ {\/O (Xﬁx ) 4 \/OJr(Xfx, ” + I’l(X)

||r51||H1(QE) - O(Emin(1+(¥73—2(x))

Le reste r} contient de I'information sur les termes d'ordre supérieur

¢ si a < 2/3 : inclusions relativement éloignées
I'erreur principale vient du développement de Taylor de ug en 0

¢ si2/3 < a<1: inclusions relativement proches
I'erreur provient de I'interaction entre les profils V, et Vj

o sia=2/3:
les deux contributions sont équivalentes



Une inclusion intérieure et une inclusion au bord

Théoreme

o) = C(1Xuo0) + & [V (525) + x(x) Ve ()]

b e (U Dvpragl) + € [ Virag(25) + (6D Vg ()])

(p,q)EXN



Applications au calcul numérique

Une inclusion

Idée
Approcher u. par le développement d'ordre un

ue(x) = ur(x) = uo(x) +ex(x) V(%)

Calculer

» ug : la solution du probléeme dans le domaine non perturbé

» V : le profil posé dans le domaine infini



Calcul numérique - une inclusion

Calculs pour le probleme de Neumann

\ /

&
o
I

R

0.00E+0
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-1.00
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| e




Calcul numérique - une inclusion
Calculs pour le probléme de Dirichlet (bord courbe)

0.626-01

055601

0.476-01

0.39E-01

031801

023801

0.166-01

0.78E-02

0.00£+00

0.98E-09
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~.96E-03

~.14E-02

~.19E-02

-.246-02

-.29E-02

-.34E-02

-.38E-02

10
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107}
E
£
< e
8107 1
i -o-UuH
s —=Uy L
10 u-u, 2
10'5 ST H'
‘e’ u-u, [
107!
10 10
epsilon
Normes des erreurs
0.68E-04

ﬁ 0.166-04

~.16E-05

~.19E-04

-.366-04



Calcul numérique - une inclusion
Calcul du profil

—AV = 0 dansR?>\©
oV = g surdw
V. — 0 alinfini

> Stratégie 1 : conditions absorbantes en |x| = R

Dirichlet V=0
Robin V4+ RO,V =0

3R R?
Ventcel V4 —=0,V — 7aiv =0

» Stratégie 2 : inversion ¢ : z+— 1/z

W = V o ¢ est solution de

{—AW = 0dans p(w)

OuW = 050 (gop) sur dp(w)
W) = 0




Calcul numérique - une inclusion

Comparaison des stratégies a nombre de D.D.L. fixé

> w est un disque

» R=10

» profil connu :
W(x)
valeur au bord : g(x)

inversion :

Relative maximum error

| | —©— Anificial boundary method (order 1) .

V(x

X1

= cos ) — 2 cos(260) — 3 cos(36)

—%— Artificial boundary method (order 0) \

—#— Artificial boundary method (order 2) N
—+— Inversion method

7 L L L L L L

2 3 4 5 6 7
Degree of interpolation [prop. to sqrt(number of DOF) |

Maillages Qg fixe et degré d'interpolation

variable



Calcul numérique - deux inclusions

Simulations numériques : 7. =%, a = 0.5, ¢ = 0.05

1 (x) = o(x) + & | Vuo(0) - Voo (*25) + Vio(0) - Vi (25|

g g

_1.2807E 01 15138E-01 _1.9198E -02 55790E-02

U — Up Us — th



Calcul numérique - deux inclusions

Stratégies numériques

Remarque : si e = 0.05 et @ = 0.5, alors 2™ ~ 0.24
Inclusions assez éloignées I'une de |'autre
Nouvelle correction possible

+

u11(x) = up(x) + & |[Vug(xT) - V- (X’X*:> + Vuo(x) - Ve (xfxf )}

g g

-2.6231E-02 1 8203E-02

| ———— |
4 B448E-02 —40140E-03 40420E-02

Ug — U11



Calcul numérique - deux inclusions

Normes d’erreurs, o = 0.2

Error (energy norm)

——llumugl
T
—o—llumuylly

Taux de convergence locale

ue —ug | ue —u | ue —un
1.0348 1.7149 1.9760
1.0357 1.6385 2.0357
1.0333 1.5339 2.0395
1.0300 1.3843 1.8937
1.0265 1.3183 1.8417
1.0231 1.2786 1.8420
1.0198 1.2351 1.6210
1.0175 1.2145 1.4146
1.0152 1.1975 1.1711
1.0129 1.1897 1.0625
1.0113 1.1481 0.6392
1.0091 1.1072 0.5619
1.0086 | 0.9804 0.3101




Calcul numérique - deux inclusions

Ordre de I'erreur en fonction de «

UL;(X) _ UO(X) +e {Vo (xfx, ) + VO+<X7X, ” + C)Hl(QV)(:mm(l+(‘>372(\>)

Cas d'inclusions circulaires avec des profils analytiques

18 T T T T T T T T T
® Numerical estimate of the rate
17t | = = = Theoretical convergence rate 4
R
16F 6' AY 4
a AY
% ® ‘g 0
o0 \
‘e
150 ° L3N g
.
. \
’ A
.
\
14r b \ 1
. \
’ ‘ \\
13F s . @ 4
’ AY
.
. \\
12 o Ny T
’ AY
’ ’ A
. \
11F K v 4
\
. e A
.
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Value ofa



Applications en mécanique

Contexte

» Description du comportement a rupture de structures complexes

» Prise en compte de défauts : initiation et propagation de fissure

Objectifs

» Prédiction du comportement jusqu'a rupture sous l'influence des
défauts (géométriques)

» Pas de description fine de la géométrie des perturbations !

2 outils :

» analyse asymptotique des équations de Navier

» modeles a discontinuité forte



Applications en mécanique
Analyse asymptotique [Brancherie, Dambrine, Vial, Villon 2007]
Equations de Navier

—pAu, —(A+p)Vdivuee = 0 dans Q.
u. = u? surly
o-n = g surl,
Base des profils (v;);—12
—plAvy — (A4 p)Vdiv(vy) = 0 dans Qo
Z G‘,:]'(Vg)nj = G&,‘ sur 65200
vv — 0 a l'infini

ol G; = (nl,O) et Go = (0,"1)
n; : premiére composante du vecteur normal extérieur a 9Q
Développement asymptotique

Pour 2 défauts de taille ~ ¢, distants de ~e* (0 < o < 1)
2

u-(x) <>z{w< 22 o] (22F)] 0 (meses-a)




Applications en mécanique - simulations

Un probleme modele de traction

200 mm
EDy
§> u
2D Q. —
(e}
S §> E =38 x 10* MPa, v = 0.18
£ .

0; O

€1 =2mm, €y = 1mm, d(0y, 0;) = 30mm



Applications en mécanique - simulations

Maillages utilisés

» Maillage fin (pour calcul direct)
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» Maillage grossier (pour calcul asymptotique)
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Applications en mécanique - simulations

Calcul des déplacements

U x reference computation u_x_enriched_computation

. e : o !
I B ]
Calcul de référence Calcul avec enrichissement
T
relative_error_u_x
B |

Différence (~ 0.25%)



Applications en mécanique

Calcul du profil pour le cas de I'élasticité linéaire

—pAu+ (A + p)Vdiv(u) = 0 dansR?\ @
o(u)n = g surdw
u = 0 surd(R?\w))\ow
u — 0 alinfini

Calcul des termes principaux a l'infini sur un demi-plan
Recherche d'une expression algébrique qui les annule
= conditions aux limites absorbantes en |x| = R

oclun+ - —— |1, Olut 2 0 1

1 E ! 1 E(1-v) [oo
Ri+v %97 4 R2(1+v)(1—-2v)

Difficulté : ;=5\ > 0 car E> 0 et v € (~1,0.5)

= Conditions de Ventcel dégénérées

]ATU—O



Conditions de Ventcel

—Au = f dansQ
ohu+au+pBAru = 0  surdf

ol Q est un ouvert borné régulier de R, d >2 et o, € R

Si v >0 et J <0, on peut faire une approche variationnelle du type
Trouver u € H(Q) tel que Vv € H(Q), A(u,v) = B(v)

avec
B(v):/fv et  A(u, v):/Vqu—‘r/ auv — BV, u.V,v
Q Q oQ
sur I'espace de Hilbert
H(Q) = {u e HY(Q), ujoq € H(0Q)}

Quand o > 0 et 3 < 0, la forme bilinéaire A est coercive



Conditions de Ventcel avec mauvais signe

Cas o € R et [ > 0 : pas d'approche variationnelle

1. Existence et unicité

—Au = f dansQ
Ohu+au+ BAu = 0 surdf

2. Continuité par rapport au domaine et convergence lorsque w — ()

—Au = 0 dans Q\w
Ohu+au+BAu = 0  surdQ
u = g suridw



Conditions de Ventcel - existence et unicité

Cas d'un cercle

B>0etQ=B(0,1)C R

—Au = 0 dans B(0,1)
Ohu + au + B Ou f sur 9B(0,1)

On cherche une solution de la forme

u(r,0) = ap + Z (an cos nf + b, sin nB) r"

n=1
On obtient les équations découplées
an(=Bn +n+a)=an(f) et by(—0n*+ n+a) = by(f)

ol a,(f) et b,(f) sont les modes de Fourier de f
Il existe donc une unique solution dés que

a#Bn>—n pourtout neN



Conditions de Ventcel - existence et unicité

Cas d'un anneau - Neumann

—~Au = 0 dans Q= Bg \ Bg
Opu = g surdBg
o
Ohu + —u + 8§9u = 0 surdBg,

R. Re

On cherche une solution sour forme d'une série de Laurent

u(r,0) =d+cln r+z (anr" + a_pr~") cos n+ (bpr" + b_pr=") sin nf

n=1

On obtient un systéme linéaire du type

Rn —R""'n an | _ [—an(8)
R Y (a+n—pn?) R Y(a—n—p3n)| |a_n| 0



Conditions de Ventcel - existence et unicité

Cas d'un anneau - Neumann (suite)

Il existe une unique solution dés que

2n

m pour tout ne€ N

o # Bn® —n+

Cas limite : on retrouve le cas du disque (Re/R; — o0)

Valeurs interdites en nombre fini :

1/2n
a—n— fn? o 1+ V14 4ap
Re/Ri & < vn = (—m> pour1lﬁ<n§ 5

Pour une valeur fixée de R;, le probleme de Ventcel a une unique solution
des que R, est assez grand



Conditions de Ventcel - existence et unicité

Cas d'un anneau - Dirichlet

—Au = 0 dansQ
u = f surdBg
a B
Opu + R u + Eageu = 0 surdBpg,

Il existe une unique solution dés que

2n

W pour tout n € N
- e/ \j

a#Bn* —n+

Valeurs interdites : (« et [ fixés)

ﬁ 2+ 1/2n
n”P+n—ao
Re/Ri & S 7n = (ﬂnz—n—a> pour n € N

Ces valeurs sont en nombre infini, mais la suite est bornée

Si Re > R;, le probleme est bien posé



Conditions de Ventcel - existence et unicité

Cas général

Idée : reformulation comme un probléme non local posé sur le bord

—Au = 0 dansQ
Ot + au + A u = ¢ surdfl

peut se récrire
BA,w + Aw 4+ aw = ¢ sur 02

ol A est I'opérateur de Dirichlet a Neumann :

A HY2(0Q) — HY2(0Q)
Y = 0,U

avec U la solution du probleme au bord

—AU = 0 dansQ
U = ¢ suroQ



Conditions de Ventcel - existence et unicité

Nouvelle équation
Le probleme

AW = 0 dans®Q
oW +aW + AW = ¢ surdf

se traite en deux temps

1. Résolution d'un probleme sur la variété 902

BAw 4+ Aw + aw = ¢ sur 02

2. Un probleme de relevement

AW = 0 dans®Q
W = w surdf



Conditions de Ventcel - existence et unicité

Résultat : existence et unicité générique
B8>0

Théoreme.

L'opérateur P, g = —8A, — A — ald est un opérateur pseudodifférentiel
elliptique auto-adjoint semi-borné inférieurement d'ordre 2.

I existe une suite (a,)nen de terme général croissant vers I'infini telle
que pour tout ¢ € H*(0Q) avec s € R, on a

1. Si o & {ap}, alors I'équation —P, gw = ¢ admet une unique
solution dans S’(9R2) qui est aussi dans H*™2(9Q)

2. Si a € {a,}, alors soit il n'y a pas de solution, soit I'espace solution
est affine et de dimension finie de H*"2(9)



Conditions de Ventcel

Le probleme de Ventcel a-t-il une unique solution si 2 est une boule de rayon R assez grand ?
Changement de variable y = x/R

Soit D€ Qet Lp: HY0Q) — H 1(00Q) défini par
Lp(u) = au+ Ap(u) + BA u,

ol Ap est |'opérateur Dirichlet-to-Neumann défini par Ap(¢) = 9,U avec
U solution de L
—AU = 0 dansQ\D
U = ¢ suroQ
U 0 surodD

Question: Est-ce que L, (.. est inversible 7
q (x0)



Conditions de Ventcel

Sensibilité au domaine
> Idée : continuité de Lp en ()

> Si Ly est inversible, il existe €9 > 0 tel que pour tout € € (0, &),
I'opérateur L,,_(x,) est inversible.

C

[Ine|’

[Aw.0) = Noll carzon),m-1/200)) <

> Si Q est un disque et si, a § fixé, on a o # «, pour tout n € N,
alors Ly est inversible.
Conséquence : |l existe g9 > 0 tel que pour tout € € (0, &9),
I'opérateur L,,_(4,) est inversible.

» Conclusion: le probleme de Ventcel a une unique solution si Q est
une boule de rayon R assez grand.



Conditions de Ventcel
lllustrations numériques
On consideére le probleme suivant :

—Au = 0 dans B(0,R)\w,
RO,u+au+ fA,u = g surdB(0,R),
u = 0 surdw,

et I'opérateur P correspondant au probléeme sur le bord défini par

Pu=—BA;u—au— RAu sur 0B(0,R)

Norm of inverse of operator L,

Figure: Norme de la résolvente de P lorsque R varie: @et %



Perspectives

» Développement asymptotique pour des conditions de Dirichlet
terme en1/Ine

» Développement asymptotique lorsque les inclusions sont a distance
e“aveca > 1

» Calcul du profil pour I'élasticité
conditions de Ventcel



