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Cadre

On onsidère un système di�érentiel dé�ni sur C \ {a
1

, . . . , a
k

} de la forme

suivante :

dY

dz

=

(

k

∑

i=1

A

i

z − a

i

)

Y , (1)

où :

les A

i

∈ M
d

(C) sont onstantes ;

l'inonnue Y est à valeurs dans C
d

.
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Monodromie : 'est quoi ?

On �xe un laet faisant γ le tour de a

i

.

b
a

i

b
z

0
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Monodromie : 'est quoi ?

On se donne une ondition initiale en z

0

, obtenant ainsi une solution Y

0

de

(1) sur U

0

. . .

b
a

i

b
z

0

U

0
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Monodromie : 'est quoi ?

. . . qui se reolle sur U

0

∩ U

1

à une unique solution de (1) sur U

1

.

b
a

i

b
z

0

U

0

b
z

1

U

1
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Monodromie : 'est quoi ?

On itère le proédé (l'image du laet est ompate) . . .
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Monodromie : 'est quoi ?

À la �n, on obtient une solution Y

n

de (1) sur U

n

qui se reolle à une

unique solution sur U

0

.

b
a

i

b
z

0

U

0

b
z

n

U

n

Arnaud Girand (IRMAR - ENS Rennes) Parlons monodromie 28 juin 2014 3 / 5



Monodromie : 'est quoi ?

Question

A-t-on Y

n

= Y

0

?

Réponse : en général, non. Par exemple :

dy

dz

=
α

z

y , α /∈ Z .

Un tour autour du erle unité multiplie notre solution par e

2iπα
.
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Quelques faits

On passe de Y

n

à Y

0

via une matrie Mγ ∈ M
d

(C) (penser "hangement

de ondition initiale"). On a alors les résultats suivants :

Mγ ∈ GL

d

(C) ;

Mγ ne dépend que de la lasse d'homotopie de γ ;

mieux, l'appliation suivante réalise un morphisme de groupes :

Mon : π
1

(C \ {a
1

, . . . , a
k

}, z
0

) → GL

d

(C)

[γ] 7→ Mγ .
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Un exemple de déformation isomonodromique

On se donne A

0

(t),A
1

(t),A
2

(t) ∈ sl
2

(C) pour t 6= 0, 1 et on s'intéresse au

système :

dY

dz

=

(

A

0

(t)

z

+
A

1

(t)

z − 1

+
A

2

(t)

z − t

)

Y . (2)

Question

À quelle(s) ondition(s) sur les t 7→ A

i

(t) a�t�on une monodromie

"indépendante" du paramètre t ∈ C \ {0, 1} ?
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Un exemple de déformation isomonodromique

Théorème [Shlesinger℄

La monodromie est "indépendante" du paramètre t si et seulement si les

fontions t 7→ A

i

(t) véri�ent les équations suivantes :

dA

0

dt

=
[A

2

,A
0

]

t

;

dA

1

dt

=
[A

2

,A
1

]

t − 1

;

dA

2

dt

= −
[A

2

,A
0

]

t

−
[A

2

,A
1

]

t − 1

,

où [M,N] := MN − NM.

En partiulier, la fontion t 7→ A∞(t) := A

0

(t) + A

1

(t) + A

2

(t) est
onstante.
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Un exemple de déformation isomonodromique

Pour simpli�er, supposons que la matrie A∞ est diagonale. Alors, si on

pose :

A(t) :=
A

0

(t)

z

+
A

1

(t)

z − 1

+
A

2

(t)

z − t

,

le oe�ient (A(t))
2,1 de ette matrie est de la forme :

(t)(z − y(t))

z(z − 1)(z − t)
.
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Un exemple de déformation isomonodromique

Théorème

La fontion t 7→ y(t) véri�e l'équation dite de Painlevé VI :

d

2

y

dt

2

=
1

2

(

1

y

+
1

y − 1

+
1

y − t

)(

dy

dt

)

2

−

(

1

t

+
1

t − 1

+
1

y − t

)

dy

dt

+
y(y − 1)(y − t)

t

2(t − 1)2

(

α+ β
t

y

2

+ γ
t − 1

(y − 1)2
+ δ

t(t − 1)

(y − t)2

)

,

où α, β, γ et δ se alulent expliitement à partir des matries A

i

(t).
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