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On considére un systéme différentiel défini sur C\ {ay, .
suivante :

Y [

A;
ar _ Y
dz iz:;z—a,- ’

ou :

o les A; € My4(C) sont constantes;

@ l'inconnue Y est a valeurs dans C¢.
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Monodromie : c'est quoi ?

On fixe un lacet faisant - le tour de aj.

Arnaud Girand (IRMAR - ENS Rennes) Parlons monodromie 28 juin 2014 3/5



Monodromie : c'est quoi ?

On se donne une condition initiale en zy, obtenant ainsi une solution Yy de
(1) sur Up ...
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Monodromie : c'est quoi ?

...qui se recolle sur Uy N Uy a une unique solution de (1) sur U;.
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Monodromie : c'est quoi ?

On itére le procédé (I'image du lacet est compacte) ...
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Monodromie : c'est quoi ?

A la fin, on obtient une solution Y, de (1) sur U, qui se recolle & une
unique solution sur Up.
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Monodromie : c'est quoi ?

A-ton Y, =Yy?
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Monodromie : c'est quoi ?

A-ton Y, =Yy? I

Réponse : en général, non. Par exemple :

Q—Ey, a¢ .

dz z
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Monodromie : c'est quoi ?

A-ton Y, =Yy?

Réponse : en général, non. Par exemple :

Q_g}ﬁ a¢Z

dz z

Un tour autour du cercle unité multiplie notre solution par e,
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Quelques faits

On passe de Y, a Yp via une matrice M, € M4(C) (penser "changement
de condition initiale"). On a alors les résultats suivants :
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Quelques faits

On passe de Y, a Yp via une matrice M, € M4(C) (penser "changement
de condition initiale"). On a alors les résultats suivants :

o M, € GL4(C);
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Quelques faits

On passe de Y, a Yp via une matrice M, € M4(C) (penser "changement
de condition initiale"). On a alors les résultats suivants :

o M, € GL4(C);

@ M, ne dépend que de la classe d’homotopie de ~;
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Quelques faits

On passe de Y, a Yp via une matrice M, € M4(C) (penser "changement
de condition initiale"). On a alors les résultats suivants :

o M, € GL4(C);
@ M, ne dépend que de la classe d’homotopie de ~;

@ mieux, |'application suivante réalise un morphisme de groupes :

Mon : 7'('1(@ \ {al, RN ak},zo) — GLd(C)
V] = M,
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Un exemple de déformation isomonodromique

On se donne Ap(t), A1(t), Ax(t) € slp(C) pour t # 0,1 et on s'intéresse au

systéme :
av _ (Ao(f) LA Az(’-‘)) vy

dz z z—1 =z-—t

(2)
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Un exemple de déformation isomonodromique

On se donne Ap(t), A1(t), Ax(t) € slp(C) pour t # 0,1 et on s'intéresse au

systéme :
y dy _ (Ao(t) N Ar(t) N Az(t)> y

dz z z—1 =z-—t

(2)

A quelle(s) condition(s) sur les t +— A;(t) a—t—on une monodromie
"indépendante" du paramétre t € C \ {0,1}7
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Un exemple de déformation isomonodromique

Théoréme [Schlesinger]

La monodromie est "indépendante" du paramétre t si et seulement si les
fonctions t — A;(t) vérifient les équations suivantes :

@_[A%AO].
ot
ﬁ_[A%Al].
dt  t—1 "'
dAy  [A2, A [Ar Al
dt t 5=l 7

ol [M, N] := MN — NM.
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Un exemple de déformation isomonodromique

Théoréme [Schlesinger]

La monodromie est "indépendante" du paramétre t si et seulement si les
fonctions t — A;(t) vérifient les équations suivantes :

@ o [A27A0] .
ot
ﬁ [A27A1] .
dt  t—1 "'
dAy  [A2, A [Ar Al
dt t 5=l 7

ol [M, N] := MN — NM.

En particulier, la fonction t — Ao (t) := Ao(t) + A1(t) + Ax(t) est
constante.
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Un exemple de déformation isomonodromique

Pour simplifier, supposons que la matrice Ay, est diagonale. Alors, si on
pose :

Ao(t Ai(t Ax(t
At) = ot) | Au(t) 2()7
z z—1 z-—t
le coefficient (A(t))2,1 de cette matrice est de la forme :

c(t)(z = y(1))
z(z=1)(z—t)~
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Un exemple de déformation isomonodromique

Théoréme

La fonction t — y(t) vérifie |'équation dite de Painlevé VI :
d?y 1(1 1 1 dy\?
_é’ B R ST Y (4
dt? 2\y y—1 y—t dt
11 1\ dy
- (z M ﬁ) dt

yly =y —t) t t—1 t(t—1)
P2t — 172 (“”yz Ty e - r)2> ’

_l’_

ol «, 3,7 et J se calculent explicitement & partir des matrices A;(t).
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