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Introduction

Interaction stratégique dans un systeme entre des acteurs
qui ayant des intéréts divergents, prennent des décisions
produisant un résultat.

Pascal XVII eme , ... Borel, Zermelo, J. Von Neumann,
O. Morgenstern. Games and Economic Behaviour (1944)

De

J. Nash Prix Nobel Economie 1994

a

R. Aumann Prix Nobel Economie 2005

L’exemple de N. Rothschild le 20 juin 1815



Jeux matriciels a somme nulle a 2 joueurs

e Deux joueurs I et II choisisent simultanément leurs actions
dans des ensembles finis [ et J.

e Le résultat des actions i € [ et j € J est un nombre a; ;
paiement du jeu que J II doit verser a J 1

Soit la matrice A = (a; j)(; jerxJ
e Le premier joueur maximise le paiement, le second joueur
minimise le paiement
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Jeux a somme nulle et information complete

Le Joueur I peut garantir v~ = max;¢c; minjej aj_;
Le Joueur II peut garantir v = miﬂjeJ MaXjey aj g
On a toujours v~ <v". Si v~ =v" on dit que le jeu a une

valeur (pure).
_/23\ . (23
~(a) == ()
/(1 0\ . {10\
v (O 1)—O<—v (O 1)-1

Question J I peut il ameliorer le paiement v~ 7




1 0
0 1
I peut choisir une fréquence (une stratégic ) de jouer H ou
bas (par ex. jouer H un coup sur trois en moyenne). Plus
généralement il choisit une probabilité p € [0, 1] de jouer H
et 1 — p de jouer B. Sa valeur moyenne garantie est alors

Si on a un nombre tres grand de jeux , le joueur

v- = max min{p.1+ (1 —p)0,p.0+ (1 —p)1} = max min{p,1 — p}
pel0,1] pel0.1]
1

=5 > v =0 ( voir graphique )

En jouant une probabilité au lieu d’un choix de ligne J I a
ameélioré son gain.

1
min max{q,l—q}:§:@+<v

q€[0,1]

T =1,



Stratégies Mixtes

Notation A(T) = {(p1,p2....p7) € (R, Scrpi = 1}
Définitions Une stratégie mixte de J I est le choix de p €
A(I), une stratégie pure est le choix d’un i € I. Définition
similaire des stratégies mixtes q € A(J). Valeurs mixtes :

U = max min szq]a”— max — min pTAq
peA(I) qeA(J " peA(l) geA(J)
v = min max pTAq
geA(J]) peA(I)
Proposition
v < U = max mmszam <gpt <o

peA(I) J€J



Equilibres de Nash

A toutes stratégies (o, 7) (pures ou mixtes) est associé un
paiement g(o,7) (pures g(i, j) = q; j, mixtes g(p, q) = p’ Ag)
Une paire de stratégies (¢*,7) (pures ou mixtes) est un

équilibre de Nash ssi

Vo, 7, glo,77) < g(a*,7) < g(o”, T)
Remarques S’il y a un équilibre de Nash - par exemple en
stratégies mixte - le jeu a une valeur v = ¥~ qui est le
paiement de la stratégie donnant 1’équilibre.

Inversement, si le jeu a une valeur en stratégie mixte

alors il existe un couple de stratégies qui est un équilibre
de Nash.



Théoreme de Von Neumann

Tout jeu fint a deux joueurs et a somme non nulle a une valeur
en stratégie mixte. Il y a donc un équilibre de Nash en stratégie

mauxte.
Démonstration On sait que v~ < vT. Il suffit de prouver
que v < 7. Pour cela on va montrer que

VaeR, a<it=a<t"

Soit donc a < v = minge a7y Max;eg (2, ¢). Donc pour tout ¢
il existe un i tel que ¢(i,q) > a. Ceci s’exprime aussi par

g(’a Q> = (9(17Q)7g<27q)7 - g(I,Q)) @é] o O0,0(]].
On peut donc séparer le convexe || g(-,q) = g(-,A(g)) et
| — 00, a)! par un (hyper)plan (voir graphique).




I\ € ]R{[, B eR, Vg,V € —oo,a][, <Ahr><pf<<g(,q),\>
REMARQUES: Vi, \; > 0 et Zz A0
Définissons p* € A(I) par p* = Z )\ Donc pour tout g,

<pSg(.,q) > Zﬁ >><pf(a,a...a) >=«a

D’ol min, < p*, ¢(.,q) > > «, donc encore

mﬁxmqin <p,g(.,q) >>«

c’est a dire 77 > «.

CQFD
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Jeux a information incomplete d’un coté

Sont donnés deux ensembles d’actions / et J des deux
joueurs, K un ensemble d’états de la nature, une famille
de jeux matriciels (A").c .

Description du jeu en n étapes
e Initialement £ € K est tiré au hasard suivant une prob-
abilité p € A(K). Le joueur I est informé de k£ mais pas le
joueur II. la probabilité p est connue des deux joueurs;

e A chaque t =1,2...n, connaissant les actions précédentes des
joueurs les joueurs choisissent simultanément s € I et j; € J.

e A I’étape n, J I recoit > ', ai ;, du joueur I

On appelle v,(p) la valeur du jeu en n étapes.




Exemple 1

I=J={12} K={a,b} A"= ((1)8> A= (8(1))

On se ramene a

HH [p0

()

BB 01—y

BH \00 )
On voit v{(p) = min{p,1 — p}

Probleme Le jeu infiniment répété a-t-il une valeur en

vn(p) ?

moyenne? -limy



DO —

Encore ’exemple quand p =

On a vu vl(%) — % avec pour stratégie optimale HB.

Cette stratégie est tres mauvaise si le jeu se répete car a
partir de ¢t = 2 J 1I peut entierement déduiresik =aouk =0
et donc amener un paiement de 0 et donc le paiement infini
moyen pour J I sera 0. On parle de stratégie completement
révélatrice.

Une stratégie non révélatrice serait de jouer indépendemment

de I’état (par exemple en stratégie mixte de jouer H ou B

1
avec probabilité %) on est alors face a un jeu ((2) 9) dont
2

la valeur est % > ().



Stratégies

e Stratégie pure du joueur I: 0 = (01,09...09)

ottop: K x (I x )i~ tsT

e Stratégie mixte du joueur I: 0 = (01,09...0p)

ot o1 : K x (I x J)I=1 s A(I)

e Stratégie mixte du joueur II: 7 = (71, 79...7y)

ot 7 (I x J)I=1 = A(J)

RESULTAT: 1l existe une valeur v,(p) en stratégie mixte
pour les jeux Gy,




Le jeu Auxilliaire ou aucun joueur n’est informé

Description du jeu
e Initialement £ € K est tiré au hasard suivant une prob-
abilité p € A(K). Ni le joueur I ni le joueur II ne sont
informés de k, la probabilité p est connue des deux joueurs;
e Les joueurs choisissent simultanément une action 7 € [ et
j € J ce qui conduit a un paiement espéré de ) ;. aﬁ Dk
On appelle u(p) la valeur de ce jeu matriciel de matrice

Alp) =Y per A'ps

Dans ’exemple u(p) = val (g (1) B p) =p(1 —p)




Le résultat de Aumann et Maschler

Théoreme La valeur limite moyenne du jeu existe.

vp € AK), ) — cau(u)(p)

noon
ot cav(u) est l'enveloppe concave de u, c’est a dire la plus petite
fonction concave au dessus de u.

Dans I’exemple, p — u(p) = p(1 — p) est concave donc
hmnv,,g p) = p(1 — p).
Remarques sur la preuve Clairement - np) > u(p)-
C’st

p +— vn(p) est concave. U”TH < cav(u)(p) +

Sk



Autre exemple

[=1{1,2}, J=1{1,2,3), = {a,b}

40 2 04 —2
a __ b _
A_<4O—2)A_<O4—2>

ip 41— p) dp — 2
u<p>:val<4§ 4(1—§) —p4p+2>

(voir graphique)
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Jeux a information incomplete des deux cotés

Sont donnés deux ensembles d’actions [ et J, K X L un en-
semble d’états de la nature, une famille de jeux matriciels
(Ak’l)(k,l)erL'

Description du jeu en n étapes
e Initialement (k,l) € K x L sont tirés au hasard suivant une
probabilité p € A(K) et ¢ € A(L). Le joueur I est informé de
k mais pas le joueur II. Le joueur II est informé de [ mais
pas le joueur I. Les probabilités p et ¢ sont publiques.

e At=12...n, les joueurs choisissent i; € [ et j; € J.

e A l’étape n, J I regoit > ;' aZ’gt du joueur II.

On appelle v,(p) la valeur du jeu en n étapes.



Le résultat de Mertens et Zamir

Théoreme La valeur limite moyenne du jeu existe.

C’est l'unique fonction v : (p,q) € A(K) x A(L) — v(p,q) € R
solution du systeme d’équations fonctionelles

= v(p, q)

v = cavpmin{u, v}, v = vexrgmax{u, v}

ou u est la valeur du jeu ou aucun joueur n’est informée.



Jeux a deux joueurs et a somme non nulle

Dilemme du prisonnier



Equilibre pour jeux a deux joueurs et a somme non nulle

Actions des deux joueurs : [ et J. Matrice des paiements
A =(a;j,bi )G jerxs
Definition (i*,j*) est un équilibre de Nash en stratégie
pure si et seulement si
<
V(i,5) €I x J { JufT 2

b ng

Théoreme de Nash [] existe un équilibre de Nash en stratégie
mairte

Autres extensions : Problemes d’information, Cas de N >
2 joueurs ....




X XI eme siecle

e Temps continu, jeux différentiels
e Jeux répétés a information incompléete en finance
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